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INTRODUCTION. 



I. Le problème de l'analyse d'une courbe peut être posé de 
deux manières. Dans la première, on définit la courbe par une 
relation existant entre un de ses points et une ou plusieurs 
grandeurs géométriques. On exprime analytiquement cette 
relation; cette expression porte le nom d'équation de la 
courbe en termes finis y et la résolution de cette équation fait 
connaître un point quelconque. Il faut, en second lieu, dé- 
duire de cette équation une autre équation, donnant la tan- 
gente en un point quelconque, et de celle-ci, une troisième, 
donnant la courbure de la courbe en ce point. Ensuite, on 
s'occupe de sa rectification, qui consiste à trouver l'expression 
de la longueur d'un arc de courbe compris entre deux de ses 
points, et de sa quadrature qui a pour but de donner l'expres- 
sion de l'aire décrite par telle ligne liée intimement avec un 
point quelconque de cette courbe. La deuxième manière de 
poser le problème de l'analyse d'une courbe est inverse de la 
précédente. Elle consiste dans la relation qui lie un point de 
la courbe soit avec la tangente en ce point, soit avec la *cour- 
bure, soit avec là longueur de l'arc, etc. Cette relation s'ex- 
prime aussi'analytiquement, et il faut alors retrouver l'équation 
qui lie ce point de la courbe avec telle grandeur géométrique. 
Ces deux points de vue sont essentiellement distincts, et cor- 
respondent à deux analyses différentes. Il a fallu plusieurs 
générations de géomètres pour constituer cette double ana- 
lyse, en développer les progrès, et la génération actuelle en 
poursuit les perfectionnements. 



XIV INTRODUCTION. 

IL C'est à Descaries qu'est due l'idée ingénieuse de la re- 
présentation d'une courbe par une équation. C'était le premier 
pas vers la solution du problème de l'analyse des courbes. Ce 
grand géomètre détermine un point quelconque d'un plan 
par ses distances à deux droites données dans ce plan. Il 
appelle ces distances coordonnées du point, et il les repré- 
sente par les symboles x ei y; or, comme la définition de la 
courbe est une relation entre des grandeurs données et les 
coordonnées d'un point quelconque de cette courbe, il en 
obtient immédiatement l'équation. L'étude des différentes 
.affections de la courbe dépend alors de l'étude de cette équa- 
tion. Ceêl ainsi qu'un problème de géométrie se trouve ra- 
mené à une question d'algèbre, pour la résolution de laquelle 
des règles précises sont obtenues d'une manière générale. 

La conception cartésienne ne fut point stérile en résultats. 
Elle exerça la plus utile influence sur la géométrie. Cette con- 
ception doublait les forces du géomètre en ajoutant aux res- 
sources géométriques les ressources de l'algèbre pour Fétude 
des propriétés des courbes. Aussi, le premier effet de l'union 
de ces deux sciences fut une classification des lignes repré- 
sentées par des équations algébriques, basée sur le degré de 
réquation, lequel indique le nombre des points d'intersection 
de la courbe avec la ligne droite. Ce caractère simple, intuitif, 
fut d'une fécondité telle, qu'il serait impossible d'énumérer 
les conséquences qui en découlèrent. Le principe de Descaries 
n'exerça pas une influence moins heureuse sur l'algèbre. Ce 
principe, en signalant les points inexplorés, ouvrait une voie 
nouvelle aux recherches algébriques; elle les organisait en 
réglant l'importance relative de ces points et l'ordre de l'ex- 
ploration; enfin, elle leur donnait de la vie par la représenta- 
tion p*hysique des abstractions algébriques. 

IIL La deuxième partie de l'analyse d'une courbe consistait 
à déterminer la tangente en un de ses points. Cette question 
est célèbre dans l'histoire des mathématiques, non-seulement 
à cause des efforts des plus grands géomètres pour la résoudre, 
des méthodes ingénieuses, quoique particulières, inventées à 
cet effet par Fermai et Roberval, mais surtout parce qu'elle a 
été l'origine du calcul différentiel. Deux géomètres également 
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illustres, Leibniiz et Newton, se disputent Thonneur de la 
découverte de cet admirable calcul; mais, quelle que soit 
Topinion que Ton adopte sur ce débat, on sait qu'ils ont ima- 
giné, le premier, le calcul différentiel pour sa nouvelle mé- 
thode des tangentes : Nova methodus pro tangentibus et sin- 
gulare pro illis calculi genus, 1684 ; le second, le calcul des 
fluxions, dont il fait un admirable usage dans son livre des 
Principes, 1687, et, efn particulier, pour résoudre infaillible- 
ment le problème des tangentes dans le cas des expressions 
irrationnelles, comme dans tout autre cas. La doctrine des 
différentielles et la doctrine des fluxions peuvent différer au 
point de vue métaphysique, mais elles donnent l'une et l'autre 
la solution complète du problème des tangentes. 

Le problème des maxima et des minimal qui occupa en 
même temps ces géomètres, n'est pas foncièrement distinct 
du précédent, puisqu'en un point correspondant à un maxi- 
mum ou à un minimum, la tangente est ou bien parallèle, ou 
bien perpendiculaire à l'une des lignes coordonnées. 

IV. La recherche du cercle osculateur d'une courbe est un 
problème du même'ordre que le problème des tangentes; il 
n'est que la généralisation de ce dernier. £n effet, dans la 
question des tangentes, il s'agit de faire passer une droite 
par deux points de la courbe infiniment voisins ; dans la ques- 
tion du cercle osculateur, il s'agit de faire passer un cercle 
par trois points de la courbe infiniment voisins. La différen- 
tielle première de l'équation de la courbe donne la solution 
de la première question ; la différentielle seconde de la même 
équation donne la solution de la seconde. Aussi, la théorie du 
cercle osculateur s'est-elle présentée naturellement à l'esprit 
des géomètres inventeurs du nouveau calcul, (iomme à l'esprit 
de ceux qui, ayant accueilli les nouvelles doctrines, ont aug- 
menté de leurs découvertes personnelles l'héritage qu'ils 
avaient reçu. Ainsi, Newton donne dans son livre des Principes 
une équation, élégante de simplicité, du rayon de courbure 
de la conique. L'Hôpital et les frères Bernoulli ne réussissent 
pas avec moins de succès lorsqu'il s'agit de déterminer, par 
le calcul différentiel, le cercle osculateur de la cycloïde, de 
l'épicycloïde, des roulettes, et, en général, de telle courbe 
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dont le mode de génération leur est connu. Pour être plus 
compliqué que le problème des tangentes, le problème du 
cercle osculateur n'est donc pas un problème de nature dif- 
férente ; la seconde question est l'extension naturelle de la 
première, de même que la théorie du contact d'un degré 
quelconque des courbes est l'extension de l'osculation du 
cercle. 

V. La partie de l'analyse des courbes qui se rapporte à leur 
quadrature et à leur rectification est une question essentiel- 
lement différente de la précédente. Ces deux questions, au 
point de vue purement analytique, sont inverses l'une de 
l'autre. Dans le problème des tangentes, l'ordonnée de la 
courbe est donnée en fonction de l'abscisse, et il s'agit de 
déterminer la différentielle de la fonction ; dans le problème 
des quadratures et des rectifications, c'est la différentielle 
d'une fonction que l'on connaît, et il s'agit de déterminer la 
fonction elle-même. Aussi, la solution générale de cette der- 
nière question a-t-elle donné naissance à un calcul inverse 
du calcul différentiel, et auquel on a donné le nom de calcul 
inlégraL Pris ensemble, ils constituent l'analyse infinitési- 
male, l'une des plus grandes découvertes qui honorent Tesprii 
humain. 

De même que le problème des tangentes avait été partielle- 
ment résolu par des méthodes qui préparaient, en quelque 
sorte, la méthode différentielle, de même aussi le problème 
des quadratures avait été résolu, dans quelques cas particu- 
liers, par des procédés ingénieux et dignes d'être conservés 
dans l'histoire des mathématiques. Le nom de Wallis est in- 
séparable d'une méthode de sommation qui donne l'aire de 
certaines'courbes algébriques. Mais, il faut l'avouer, la véri- 
table solution du problème des quadratures, c'est le calcul 
intégral qui l'a donnée, comme étant à la fois la plus naturelle, 
la plus facile et la plus générale. 11 en est de même du pro- 
blème des rectifications, qui n'est pas, sous le rapport analy- 
tique, un problème distinct de celui des quadratures. 

11 faut pourtant reconnaître que, si la solution de celte 
double question ne laisse rien à désirer au point de vue théo- 
rique, elle se trouve, dans les applications, circonscrite par 
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des limites que l'analyse n'a pu encore franchir, provenant 
des iniégrations qu'elle ne sait pas effectuer, tandis que la 
solution du problème des tangentes ne se trouve entravée, 
dans la pratique, par aucun obstacle. 

VI. Le problème inverse de l'analyse des courbes n'a pas 
été moins fécond en utiles découvertes. En effet, le cas le 
plus simple d'intégration consiste, quand on connaît la diffé- 
rentielle d'une fonction d'une variable, à remonter de cette 
différentielle à la fonction elle-même. Or, le problème inverse 
de l'analyse des courbes est plus complexe; on connaît une 
relation entre les coordonnées du point et les différentielles 
premières de ces coordonnées , et quelquefois les différen- 
tielles d'un ordre supérieur. Ces différentielles peuvent entrer 
soit linéairement.dans cette relation, soit élevées à une puis- 
sance supérieure. Ainsi, on possède une équation différen- 
tielle du premier ordre, si la courbe est définie par une 
propriété de sa tangente t l'équation est du second ordre ou 
d'un ordre supérieur, si elle est définie par une propriété du 
cercle osculateur, ou une propriété d'une courbe ayant avec 
elle un contact supérieur; il s'agit alors de remonter de cette 
équation du premier ou du second ordre, ou même d'un 
ordre quelconque, à l'équation entre les coordonnées d'un de 
ses points, indépendante de tout signe différentiel. C'est la 
solution de cette question générale qui constitua le but propre- 
ment dit du calcul intégral, but élevé qu'il n'a pas toujours pu 
atteindre. Les perfectionnements du calcul intégral sont donc 
liés d'une manière intime avec le problème inverse de l'analyse 
des courbes. 

VIL Ce problème se présente quelquefois aussi sous une 
forme plus générale encore. On veut déterminer la courbe 
par celte condition, qu'une certaine combinaison de ses élé- 
ments, fonctions de signes différentiels, soit la plus grande 
ou la plus petite possible. Celte question, à raison de son 
élévation, présente de grandes difficultés. Euler et Lagrange 
ont dû recourir pour les surmonter à toute la puissance de 
leur génie; ils ont donné, l'un et l'autre, la solution de cette 
question, le premier dans l'ouvrage : Methodus iiweniendi 

b 
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ciirvas maximi vel minimi proprietate gaudentes ; le second 
par la création d'un calcul nouveau qui a rendu les plus grands 
services à la géomélrie, le Calcul des variations. 

Telles ont été les brillantes destinées du problème général 
de l'analyse des courbes, d'avoir éveillé au plus haut degré 
re5prit d'investigation et d'avoir produit les inventions les 
plus utiles. La détermination d'un point de la courbe a donné 
naissance à l'application de l'algèbre à la géométrie ; la ques- 
tion des tangentes, au calcul différentiel; celle des quadra- 
tures et des rectifications, au calcul intégral; le problème 
inverse de l'analyse des courbes, aux compléments, aux 
perfectionnements de ce calcul, et au calcul des variations. 
C'est ainsi que chacune des périodes de cet important pro- 
blème a été l'objet d'un nouveau triomphe, et que chacune 
de ses étapes a été marquée d'un impérissable monument 1 

VIII. L'ensemble des procédés analytiques imaginés pour 
la résolution complète du problème des courbes constitue 
une doctrine plus générale que la géométrie, indépendante de 
cette science, et qui, considérée en elle-même, forme une 
science à part, ayant une vie propre ; mais l'excellence de ces 
procédés est mise en relief d'une manière merveilleuse par 
les applications qui en ont été faites à l'étude des courbes. 
Aussi, doit-on regarder ces méthodes comme l'instrument le 
plus sûr et le plus précieux pour dévoiler les propriétés géo- 
métriques. La correspondance qui existe entre l'analyse et la 
géométrie, sans être absolument complète, est pourtant telle, 
que les formes de l'équation d'une courbe venant à varier 
d'une manière illimitée, il en résulte un nombre égal de pro- 
priétés correspondantes de la courbe elle-même; et, comme 
rien n'est plus simple que de faire subir à l'équation des 
transformations équivalentes, il en résulte que l'on connaît, 
ou du moins que l'on peut connaître toutes les propriétés 
d'une courbe équivalentes à sa définition. Mais, comme il 
importe de bien saisir la portée de cette correspondance, qui 
n'existe pas seulement pour les équations en termes finis, 
mais encore pour les équations qui s'en déduisent par voie de 
différentiation et réciproquement, il faut en préciser et en or- 
donner les points les plus importants. 
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IX. Étant donnée l'équation d'une courbe, deux sortes d'o- 
pérations peuvent être effectuées sur cette équation ; les unes 
sont finies et les autres sont infinitésimales. Les premières 
modifient la forme de l'équation sans en altérer le sens, parce 
qu'aucune quantité nouvelle, soit variable, soit constante, n'a 
été ajoutée ni retranchée. Les secondes modifient à la fois la 
forme et le sens de l'équation par ce qu'elles ont ajouté ou 
retranché soit des quantités variables, soit des quantités 
constantes. C'est ainsi que la différentiation d'une équation y 
ajoute des variables nouvelles, qui sont les dérivées de la 
fonction, et elle peut en faire disparaître une ou plusieurs 
constantes. C'est l'inverse qui a lieu quand il s'agit d'une in- 
tégration. Supposons d'abord qu'il s'agisse de transformations 
résultant d'opérations finies, telles, par exemple, que les opé- 
rations algébriques; la traduction géométrique de l'équation 
de la courbe fait connaître deux propriétés d'un quelconque 
de ses points, l'une métrique qui exprime une relation entre 
grandeurs dont les coordonnées du point font partie, l'autre 
descriptive, qui fait connaître le point de la courbe comme 
intersection de deux lignes que l'équation met en évidence. 
Ces deux propriétés corrélatives sont, au fond, équivalentes 
entre e^es. Si peu que l'équation soit modifiée dans sa forme 
par une opération algébrique à laquelle on l'a soumise, il y a, 
pour cette nouvelle forme, une nouvelle propriété métrique 
et une nouvelle propriété descriptive équivalentes, de sorte 
que ce genre de transformations est une source inépuisable 
de propriétés nouvelles, relatives seulement à un point quel- 
conque de la courbe. 
f^ Les transformations qui résultent d'opérations infinitési* 
maies ont un autre caractère. On peut toujours admettre que. 
par l'acte d'une première différentiation, une constante a été 
éliminée de l'équation, et qu'une variable nouvelle, appelée 
dérivée de la fonction, y a été introduite. Cette équation* dif- 
férentielle exprimera donc une propriété, soit métrique, soit 
descriptive de la tangente à la courbe en un de ses points ; 
or, celle double propriété possède ces deux caractères : le 
premier est qu'elle correspond à la double propriété exprimée 
par l'équation en termes finis; le second est qu'elle appartient 
à toutes les courbes de la série que l'on obtient en faisant 

b. 
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varier dans Téquation proposée la constante qui a été éliminée 
de sa différentielle. C'est ainsi que Téquation de Tellipse, 
résultant de ce que la somme des distances d'un de ses points 
à deux points fixes est constante, entraîne comme consé- 
quence corrélative de la tangente au même point, qu'elle fait 
des angles égaux avec les deux rayons vecteurs menés de ce 
point aux deux points fixes, et que celte propriété appartient 
à toutes les coniques ayant ces deux points pour foyers. 

Si l'on soumet l'équation différentielle du premier ordre à 
une nouvelle différentiation, on aura une équation contenant 
une variable de plus, c'est-à-dire la dérivée du second ordre 
de la fonction et une constante de moins. Cette équation du 
second ordre exprimera une propriété, 'soit métrique, soit 
descriptive, existant entre un point de la courbe, la tangente 
et le rayon de courbure en ce point, et cette propriété sera : 
1" corrélative de celle de la tangente exprimée par l'équation 
différentielle du premier ordre ; 2" commune à toutes les 
équations différentielles du premier ordre dans lesquelles on 
donnerait à la nouvelle constante éliminée toutes les valeurs 
possibles. Ce serait l'inverse qui aurait lieu si Ton remontait 
des équations différentielles à leurs intégrales. 

Pour cette double raison que nous venons d'exposer, les 
procédés analytiques dans la théorie des courbes sont un 
moyen d'investigation d'une grande puissance. Si l'ensemble 
des propriétés des courbes constitue une mine inépuisable, 
l'analyse, soit finie, soit infinitésimale, est l'instrument, nous 
allions dire le seul instrument, en harmonie avec la richesse 
du sol qu'il s'agit d'explorer et d'exploiter. Il ne faut donc 
pas être surpris des effets merveilleux obtenus par l'applica- 
tion de celte double analyse à la géométrie. 

X. Dans le système de coordonnées cartésien, un point 
quekonque du plan est déterminé par l'intersection de deux 
droites situées dans ce plan et parallèles à deux directions 
données ; les positions de ces deux droites sont déterminées 
par les différentes valeurs de deux paramètres qui expriment 
les dislances de ces deux droites variables à deux droites fixes 
parallèles; ces distances sont les coordonnées du point, et les 
deux droites correspondantes sont les droites coordonnées. 
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Une relation entre deux coordonnées représente une courbe. 
La généralisation de cette méthode est facile. Il est évident 
qu'un point quelconque du plan peut être déterminé par l'in- 
• lersection de deux courbes situées dans ce plan, et dont les 
variations de forme et de position dépendent, pour chacune 
d'elles, de la variation d'un paramètre qui entre dans leur dé- 
finition. Ces deux paramètres sont les coordonnées du point, 
et les deux courbes correspondantes sont les lignes coordon- 
nées; une relation entre ces deux paramètres ou coordonnées 
représente une courbe dans le système général des coor- 
données. 

La définition d'une courbe peut varier à Tinfîni, à cause de 
la multiplicité de ses propriétés: mais chaque définition devant 
eue apte à déterminer un point quelconque de cette courbe, 
fait connaître les deux lignes particulières dont ce point doit 
être l'intersection, de sorte que, à chaque définition de courbe, 
correspond un système particulier de lignes coordonnées ; et, 
ce qu'il importe de voir, c'est que chaque courbe doit, en 
général, être étudiée dans le système de coordonnées qui lui 
convient d'après sa définition. On peut bien, si l'on veut, re- 
courir au système cartésien, mais cette manière est sujette à 
deux graves inconvénients. Le premier est de donner nais- 
sance à des complications analytiques qui ne sont pas de l'es- 
sence de la question ; car, de ce que le système cartésien est 
le plus simple géométriquement, il ne suit pas qu'il donne 
naissance à l'équation la plus simple de la courbe ; bien loin 
de là, il introduit le plus ordinairement un cortège d'auxi- 
liaires qui alourdissent la marche à tel point, quelquefois, de 
la rendre impossible, Le second inconvénient est l'obscurité 
qui résulte de l'emploi non judicieux de ce système. En effet» 
d'une part, les éléments propres de la question s'y trouvent 
défigurés par la décomposition à laquelle il a fallu les sou- 
mettre pour les plier aux exigences du système, et, d'autre 
pan, des éléments nouveaux, étrangers à la question, ont dû 
s'introduire. Or ces éléments parasites prennent un rang qui 
ne leur est point du, une position qui ne leur appartient pas, 
ei leur présence obscurcit à la fois et la marche et la solution. 

En général, chaque système de coordonnées appelé par la 
définition de la courbe doit être maintenu dans le calcul ; 
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cette méthode est la plus correcte, la plus lumineuse. La 
question gagne toujours à conserver le terrain sur lequel elle 
est née. En effet, ce que Ton a intérêt à voir, quand on veut 
restée Hdèle à l'énoncé du problème et à la logique de la solu- 
tion, c'est comment un point de la courbe est déterminé par 
rintersection des lignes coordonnées de la défînition, com- 
ment la tangente de la première ligne dépend des tangentes 
aux deux secondes, par quels liens les cercles osculateurs de 
ces trois lignes se trouvent associés entre eux, et ainsi de 
suite ; or ces relations, si intéressantes au point de vue géo- 
métrique, si séduisantes par leur forme analytique, se mon- 
trent d'elles-mêmes quand on est fidèle au systèjne de coor- 
données désigné par la question; au contraire, si l'on a recours 
à un système étranger, obligées qu'elles sont de porter la 
livrée de ce système, elles restent à demi voilées et souvent 
n'apparaissent que sous une figure d'emprunt. 

XI. C'est ce qu'avaient fort bien compris les créateurs de 
l'analyse infinitésimale et leurs premiers disciples; Us étudient 
toujours la courbe dans le système de coordonnées donné 
par la définition; et, de cette manière, ils arrivent par la voie 
la plu3 simple et la plus directe aux propriétés des tangentes 
et des rayons de courbure, ainsi qu'à celles des quadratures 
et des rectifications. Cette doctrine e'st généralement suivie 
danjs les«ouvrages de Newton et des Rernoulli; et Texcellent 
traité de L^Hôpital, consacré à l'analyse des courbes planes, 
semble avoir été écrit pour la justifier. Ces géomètres étaient 
bien plus avancés que certains auteurs modernes, qui, pour 
avoir voulu plier toute question saus le joug du système car- 
tésien,, sont arrivés souvent à des généralités sans interpréta- 
tion, à des formules sans application ; slls ont quelquefois 
trouvé des relations simples, c'est plutôt par leur habiieté 
personnelle que par la facilité de la méthode, qu'ils sont par- 
venus à obtenir ce succès. 

C'est ici le .cas d'examiner si le système de coordonnées 
curvilignes quelconques, dont on fait usage depuis quelques 
années et qui a produit des résultats si imporlanls, soit en 
physique, soit en géométrie, est une généralisation nouvelle 
ou simplement rcssuscitée. Le problènie des coordonnées 
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curvilignes consiste à connaître les relations générales qui 
exisient entre les déplacements d'un point sur une courbe 
quelconque non plane et les déplacements correspondants 
des lignes coordonnées. Ces relations forment des théorèmes 
entre les tangentes et les courbures de la courbe et de ses 
lignes coordonnées. Ce problème, à ce point de vue général, 
n'a été résolu que par les géomètres de ce siècle. Gauss en a 
donné la solution dans le cas de deux lignes coordonnées 
quelconques tracées sur une surface, mais non complètement, 
comme nous le montrerons plus loin. M. Lamé en a donné la 
solution dans le cas de trois surfaces coordonnées, se coupant 
deux à deux orthogonalement, et en a fait de brillantes et 
d'utiles applications aux questions de physique mathématique. 
Ce problème avait besoin d'une solution générale s'appliquant 
à un sysième quelconque de surfaces coordonnées, se cou- 
pant sous des angles quelconques. C'est cette solution géné- 
rale que nous avons doiinée dans notre théorie des coordon- 
nées curvilignes quelconques, présentée à l'Académie des 
sciences en i86a et publiée dans les Annales de Mathéma- 
tiques de M. Tortolini, dans le courant de l'année suivante, 
ainsi que dans le JournaJ, de Mathématiques de Crelle, an- 
née 1860 (*). Depuis cette époque, quelques-unes de nos pu- 



{*) Plusieurs géomètres, qui, sans doute, n'avaient pas connaissance de notre 
travail, se sont occupés, après nous, du même problème et ont publié, depuis 
peu de temps, quelques-unes de nos formules, les unes tout à fait identiques 
aux n<)tres, les autres équivalentes ou n'en différant que par un ou deux cosinus 
qui ont été supposés nuls. Or nos droits de priorité, suffisamment établis par 
la date de nos publications, ont été reconnus par M. Lamo, l'un des membres 
de la Commission chargée de l'examen de notre travail, et dont l'autorité en 
matière de coordonnées curvilignes ne saurait être contestée. Voici ce qu'il 
nous écrivait à la date du 20 décembre 1862. Nous sommes à l'aise en citant 
cette lettre, parce qu'elle renferme à la fois une critique et un éloge. 

t Votre travail si mémorable sur les coordonnées curvilignes reçu par l'Aca- 
démie dans ta séance du 24 février dernier, et très-nettement défini par l'ex- 
trait inséré au Compte rendu ^ a été transmis à l'examen de deux Commissaires. 
Le premier en a pris rapidement connaissance. Au fond , à vous seul appar- 
tiendra désormais la généralisation complète du nouvel instrument mathéma- 
tique. Mais cette généralisation n'offrait aucune application immédiate au 
pvemier Commissaire dans ses recherches incessantes, concernant la physique 
mathématique qui toutes exigent impérieusement l'orthogonalité ; mais sou 
intention n'est pas d'amoindrir par cette restriction un éloge si bien mérité. 

» Signé Lamé, de l'Institut. » 
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blications onl été consacrées aux applications, dans le but de 
montrer l'utilité du systènie non orthogonal dans les questions 
de géométrie. Ainsi, ce n'est qu'au point de vue général que 
le problème des coordonnées curvilignes est un problècne 
nouveau. Mais cela ne veut pas dire que l'emploi de ce genre 
de coordonnées est une invention de notre siècle. Bien loin 
de là, les successeurs de Leibnitz et de Newton étaient fami- 
liarisés avec l'usage de ces coordonnées, qui a été en leurs 
mains d'une grande fécondité et leur a permis de trouver ces 
relations qui nous captivent par leur forme, si remarquable 
d'élégance et de simplicité. 

« 

XII. La principale raison qui obligeait ces grands géomè- 
tres à rester fidèles aux coordonnées de la question, nous 
paraît située dans le besoin qu'ils avaient de considérer la 
question en elle-même et de suivre pas à pas ses transforma- 
tions. C'est pour cela qu'ils effectuaient, non pas analytique- 
meat, mais géométriquement, les différentiations elles-mêmes 
de l'équation fondamentale ; la chose revenait foncièrement 
au même ; mais, en opérant ainsi, ils étaient sûrs de n'avoir 
introduit aucun élément étranger, et ils se rendaient parfai- 
tement compte des changements survenus. 

Leur procédé peut se résumer dans les règles suivantes : 

I® Exprimer comment un point quelconque est déterminé 
par les lignes coordonnées de la question, ce qui donne J'é- 
quation de la courbe. 

tP Déterminer de la même manière un point infiniment voi- 
sin ; ils obtenaient, par le déplacement de la première figure, 
un polygone curviligne dont certains côtés et certains angles 
étaient infiniment petits, et dont les côtés et les angles finis 
se présentaient groupés deux à deux, ne différant entre eux 
que par les infiniment petits. Les propriétés inhérentes à ce 
polygone leur donnaient une relation entre infiniment petits 
du premier ordre, qui était l'équation différentielle de la 
courbe, mais dans laquelle n'entraient que les éléments de la 
question et leurs différentielles premières. Cette équation of- 
frait l'avantage d'être immédiatement traduite en langage géo- 
métrique et de donner les propriétés de la tangente. 

3** Passer à un troisième point, toujours par les conditions 
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de la question. Ils obtenaient ainsi le déplacement de la figure 
polygonale curviligne dont il a été question, et, par ce dépla- 
cement, une nouvelle figure polygonale dont des côtés et des 
angles étaient du second ordre, et dont les autres éléments 
étaient groupés deux à deux et ne différaient, dans chaque 
couple, que par les infiniment petits d'ordre supérieur au 
premier. Des propriétés inhérentes à ce nouveau poFygone 
leur donnaient une équation différentielle du second ordre^ 
dans laquelle n'entraient encore que les éléments de la ques- 
tion, leurs différentielles premières et secondes. Cette équa- 
tion se rapportait aux courbures et s'interprétait géométrique- 
ment avec non moins de facilité que la précédente, et ainsi 
de suite. 

XIII. Quand on réfléchit sur les moyens aussi fins que 
variés dont ces géomètres font usage pour établir les relations 
résultant de chaque polygone infinitésimal entre différentielles 
du premier ou du second ordre, il semble qu'il n'existe d'autre 
règle à suivre pour les établir que l'instinct géométrique et 
l'esprit de sagacité. 11 n'en est pourtant pas ainsi. Cette partie 
si délicate de l'opération peut aussi être systématisée et sou- 
mise à une règle simple et infaillible dans laquelle sont con- 
centrés tous les moyens dont on peut faire usage. 

A chaque polygone infinitésimal appartiennent deux rela- 
tions distinctes : la première, relation de quantités linéaires ; 
la seconde, relation de quantités angulaires. La première 
s'obtient évidemment en projetant le périmètre du polygone 
sur une direction quelconque; on a ainsi une équation diffé- 
rentielle du premier ordre; et, si Ton admet que cette direction 
coïncide successivement avec deux côtés du polygone formant 
entre eux un angle fini, on trouve deux relations simples, 
dépouillées de tout élément étranger à la question, et qui 
contiennent, comme conséquence, toutes les relations du 
même ordre que l'on peut obtenir par d'autres considérations 
géométriques. La seconde relation résulte du théorème sur la 
somme des angles du polygone plan et rectiligne ; car le poly- 
gone plan infinitésimal de la question peut toujours être con- 
sidéré comme rectiligne, puisque les côtés curvilignes finis 
peuvent être remplacés par les lignes brisées infinitésimales 
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qui leur sont inscrites, et les arcs infiniment petits, par les 
cordes qui les sous-tendent. 

De là résulte que si le polygone dont il s'agit est du pre- 
mier ordre, la première relation se rapporte aux tangentes de 
la courbe et de ses lignes coordonnées, et la seconde aux 
angles de contingence, et par conséquent aux courbures. 
Elles se rapporteraient aux variations de ces lignes ou de ces 
angles si le polygone infinitésimal était d'ordre supérieur. 

Ces deux principes recevront une pleine confirmation par 
les applications incessantes qui en seront faites. 11 est inutile 
de dire que, quelle que soit celle des deux méthodes, analy- 
tique ou géométrique, que Ton suive pour effectuer les diffé- 
rentiations, si Ton a eu soin d'introduire, soit dans la figure 
géométrique, soit dans Téquation qui en est la traduction, 
les coordonnées de la question, on arrivera toujours à des 
résultats différentiels équivalents. 

XIV. Restons toujours sur le terrain des courbes planes. 
Les diverses définitions d'une courbe ne sont pas aptes à en 
dévoiler la nature avec la même facilité ; les coordonnées 
auxquelles on la rapporte sont elles-mêmes des éléments 
étrangers à cette courbe. 11 est facile de voir quelle serait la 
définition qui atteindrait ce but de la manière la plus directe. 
Considérons à cet effet la courbe qui nous occupe comme un 
polygone infinitésimal ; il ne contient que deux sortes d'élé- 
ments, les côtés et les angles que ces côtés font entre eux. 
Pour passer d'un sommet au suivant, il faut connaître la Ion* 
gueur du nouveau côté et sa déviation par rapport à celui qui 
le précède. Le polygone serait donc déterminé si l'on connais- 
sait la loi des côtés et celle des déviations en fonction d'une 
même variable, ou, ce qui revient au même, la loi du rapport 
d'un côté à sa déviation du précédent. Si l'on passe à la limite, 
on reconnaît qu'une courbe serait définie, quant à sa nature, 
par la loi qui exprimerait le rapport de la longueur de l'arc 
élémentaire à sa déviation de l'arc élémentaire précédent, et 
si ce rapport était exprimé au moyen de la déviation inté- 
grale, somme des déviations des éléments d'arc à partir de 
celui qui a été pris pour origine, la définition ne renfermerait 
que les éléments naturels de la courbe, sans mélange d'au - 
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cun élément étranger. Cette relation, exprimée géométrique- 
ment, serait la définition naturelle de la courbe; exprimée 
analytiquement, elle en serait l'équation naturelle, et les coor- 
données fournies par la définition seraient les coordonnées 
naturelles de la courbe. Les géomètres, Euler surtout, ont 
quelquefois employé ce genre de coordonnées, et, il faut le 
reconnaître, ces idées touchent trop intimement à l'essence 
des choses pour qu'elles soient nouvelles. 

XV. Il n'en est peut-être pas de même des conséquences 
qui découlent de l'analyse fondée sur ce genre de coordon- 
nées. Voyons quels seraient les avantages et les inconvénients 
de cette analyse. 

Le premier avantage serait de n'introduire aucune quantité 
auxiliaire, étrangère à la nature de la courbe, puisque l'équa- 
tion naturelle donnerait le rapport de l'arc et de la déviation 
élémentaires en fonction de la déviation totale comptée à 
partir d'une certaine origine, 

Le second consisterait en ce que cette équation naturelle 
serait un critérium facile et infaiUible pour juger de l'identité 
de deux courbes; car les expressions des rapports de la diffé- 
rentielle de l'arc à la différentielle de la déviation en fonction 
de la déviation devraient être les mêmes dans ces deux courbes, 
pourvu que les déviations fussent comptées à partir de la même 
origine. Or, en augmentant la déviation d'une constante sous, 
le signe de la fonction, cette déviation serait comptée à partir 
d'une origine quelconque, et on aurait l'expression la plus gé- 
nérale de ce rapport différentiel. On pourrait donc juger immé- 
diatement de l'identité des deux courbes. C'est ainsi que, pour 
le genre épicycloïdal, l'équation naturelle de la courbe expri- 
merait que le rapport de l'arc et de la déviation élémentaires esL 
proportionnel au cosinus de l'arc multiple de la déviation ; en 
augmentant cette déviation sous le signe cosinus d'une con- 
stante, on aurait Téquation la plus générale de l'épicycloïde, 
puisqu'elle serait rapportée à une origine quelconque; il 
faudrait donc que l'équation naturelle de toute courbe qui 
appartiendrait au genre épicycloïdal se présenlât sous cette 
dernière forme. 

Le troisième avantage serait d'établir la distinction deï^ 
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classes» des familles naturelles de courbes, ei de faire con- 
naître le degré de parenté de celles qui appartiennent à la 
même famille. On peut dire qu'une classe se trouverait ca- 
ractérisée par Ja forme de la fonction de la déviation expri- 
mant le rapport différentiel de l'arc et de la déviation. Or, 
comme sous chaque signe de fonction peuvent entrer diffé- 
rents paramètres, les variations des paramètres donneraient 
naissance à une infinité de courbes. Il est évident que la pa- 
renté des courbes provenant de la variation du même para- 
mètre, serait plus grande que celle des courbes qui provien- 
draient de la variation de paramètres différents ; on pourrait 
donc admettre que toutes les courbes qui correspondent aux 
différentes valeurs d'un même paramètre, sous le signe fonc- 
tionnel, appartiennent à la même famille. Les courbes d'une 
même famille pourraient pourtant avoir des caractères indivi- 
duels tellement tranchés, que les équations de ces courbes, 
dans tout autre système que le système naturel, dans le système 
cartésien par exemple, différeraient radicalement entre elles. 
Pour prendre un seul exemple : dans le genre épicycloïdal, 
la variation du paramètre qui est facteur de la déviation sous 
le signe trigonométrique de Téquation naturelle, donne des 
courbes algébriques de tous les degrés, et des courbes transcen- 
dantes de toutes les formes. 11 en est de même des courbes 
contenues dans le genre chaînette, etc. La richesse et la fé- 
condité de cette analyse sont indiscutables, puisque plusieurs 
familles de courbes, composées chacune d'une infinité d'in- 
dividus distincts, sont condensées en une seule équation na- 
turelle, même de forme la plus simple, laquelle permet de 
mettre en activité chacune de ces individualités et dévoile les 
liens qui les unissent entre elles. 

Le quatrième avantage serait de faire connaître les courbes 
qui dérivent les unes des autres d'après certaines lois, et de 
signaler le genre de dérivation qui les rattache les unes aux 
autres. C'est ainsi qu'on reconnaîtrait les courbes paraHiles à 
ce caractère, que les expressions du rapport de l'arc élémen- 
taire à la déviation élémentaire ne différeraient que par une 
constante; les courbes semblables et semblablement placées, 
à ce caractère, que les expressions de ce rapport seraient 
entre elles en raison constante. On obtiendrait les dévelop- 
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pées successives d'une courbe en prenant les dérivées suc- 
cessives de ce rapport. Il ne serait pas plus difficile d'obtenir 
les développantes, ainsi que les développées obliques, de 
même que plusieurs autres courbes qu'il n'entre pas dans 
notre but d'énumérer maintenant. 

Ces avantages ne sont pas indifférents, puisque dans beau- 
coup de questions où des géomètres de valeur, et L'Hôpital 
lui-même, n'ont pas reconnu la nature de la courbe, l'emploi 
des coordonnées naturelles la leur aurait fait connaître d'une 
manière intuitive, leur montrant en même temps ses liaisons 
avec telle autre courbe de la question, liaisons qui sont restées 
cachées à leurs yeux par suite des coordonnées dont ils fai- 
saient usage (*). 

XVI. Le seul inconvénient de cette analyse consisterait 
dans sa généralité. L'équation qui se rapporte à la définition 
naturelle de la courbe est essentiellement une équation diffé- 
rentielle du second ordre; alors, quand on veut obtenir son 
équation en termes finis, on se trouve en présence d'intégra- 
tions quelquefois impossibles à effectuer. Pourtant ce pro- 
blème se ramène toujours à deux quadratures distinctes. Car, 
en projetant l'arc élémentaire sur deux directions rectangu- 
laires, ces deux projections sont évidemment deux différen- 
tielles, fonctions d'une seule variable, qui est la déviation ; et, 
en les intégrant, on obtient les coordonnées d'un point quel- 
conque de la courbe en fonction de cette variable, dont l'éli- 
mination conduit à l'équation de la courbe en termes finis 
dans le système de coordonnées rectilignes. Mais il est ordi- 
nairement préférable de ne pas effectuer cette élimination, et 
de conserver les deux coordonnées cartésiennes exprimées 
en fonctions de cette troisième variable, pour représenter la 
courbe. Souvent il sera plus simple d'étudier les propriétés 
de la courbe par la discussion de son équation naturelle, et il 



(*) ^ojrez V Analyse des infiniment petits de L'Hdpital, n® 123, Exemple V. 
Ce géomètre détermine un point quelconque de la caustique cherchée, sans 
rien apprendre, contre son habitude, sur la nature de cette caustique, que Ton 
reconnaît être une parallèle de la cycloïde dès que Ton introduit dans la ques- 
tion les coordonnées naturelles de la ligne cherchée. Il serait facile de multi- 
plier ces citations. 
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sera nécessaire de le faire lorsque les intégrations ne pourront 
s'effectuer. 

XVII. Le problème des courbes planes est un cas particu- 
lier du problème des courbes tracées sur une surface quel- 
conque ; il convient de voir maintenant les modifications qui 
s'introduisent dans la question et dans l'analyse de la courbe 
par suite de la substitution d'une surface quelconque au plan. 

La représentation de la courbe par une équation entre deux 
variables a également lieu sur la surface. En effet, un point 
de cette surface peut être déterminé par l'intersection de deux 
courbes situées sur cette surface, telles que leur variation de 
forme et de position dépende, pour chacune d'elles, de la 
variation d'un paramètre entrant dans sa définition. Les valeurs 
de ces deux paramètres sont les coordonnées du point ; les 
deux courbes correspondantes à ces valeurs sont les lignes 
coordonnées. IJne relation entre ces deux paramètres repré- 
sente donc, dans ce système de coordonnées, une ligne tracée 
sur la surface. Il est évident que tout ce que nous avons dit 
dans les n"' X et XI, sur les différents systèmes de coordon- 
nées planes, se rapporte également aux différents systèmes 
curvilignes au moyen desquels une courbe pent être tracée 
sur la surface; seulement, les. raisons que Ton a de rester 
fidèle aux coordonnées de la définition de la courbe, emprun- 
tent une nouvelle force de la considération de la surface sur 
laquelle ces lignes sont situées. La réduction de l'équation au 
système cartésien ne servirait qu'à compliquer et à obscurcir 
l'analyse encore plus que lorsqu'il s'agit de courbes planes. 

Il y a pourtant un système de coordonnées que l'on a sou- 
vent intérêt ,à Introduire à cause des simplifications qui en 
sont la conséquence : c'est le système composé de lignes 
géodésiques et de leurs trajectoires orthogonales. Une ligne 
géodésique jouit de cette propriété, qu'elle représente sur la 
surface le chemin le plus court d'un point à un autre de la 
ligne. Cette propriété entraîne comme conséquence qu'en un 
de ses points, le pian osculateur de la courbe est normal au 
plan tangent à la surface, et, par conséquent, que la projection 
de l'angle de contingence de la courbe sur le plan tangent est 
nulle. Cette circonstance introduit une première simplifica- 
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lion dans les calculs; une seconde simplification résulte de 
ce que la seconde série de lignes coordonnées coupe orlho* 
gonalement les lignes géodésiques de la première série. Mais, 
pour introduire ce système, il faut qu'il ne soit pas trop éloi- 
gné de celui qui résulte de la définition de la courbe. 

XVIII. Le problème de l'analyse des courbes situées sur 
une surface est composé des mêmes questions secondaires 
que lorsqu'il s'agit de courbes planes. 

S'agit-il du problème direct? La détermination du point est 
donnée par l'équation de la courbe entre les coordonnées 
curvilignes de la définition. La détermination de la tangente 
dépend de la différentiation de cette équation; on obtient 
ainsi une relation entre un point quelconque de la courbe, sa 
tangente et le^ tangentes aux lignes coordonnées. La recherche 
de la courbure de la courbe dépend de la différentielle se- 
conde de son équation. Celte différentielle exprime une rela- 
tion entre les coordonnées du poinj, les tangentes aux trois 
courbes et les rayons de leurs cercles oscillateurs. Mais Ici, il 
s'introduit dans le calcul deux éléments qui jouent un grand 
rôle dans la théorie : ce sont les projections des courbures 
delà courbe et de ses lignes coordonnées, les unes sur 1q 
plan normal, les autres sur le plan tangent à la surface, que 
l'on peut appeler, pour cette raison, courbures normales el 
courbures tangentielles. Ces dernières ont aussi, reçu le nom 
de courbures géodésiques. Mais , pour éviter une confusion 
qui ne manque pas de se produire lorsqu'on fait usage de 
coordonnées géodésiques, nous leur conservons le nom de 
courbures tangentielles. Si l'on passe à la différentielle troi- 
sième^ on obtient une relation entre les variations des cour- 
bures de la courbe et des lignes coordonnées, et il s'introduit 
un élément appartenant exclusivement à la surface, indépen- 
dant des lignes coordonnées, auquel Gauss a donné le nom de 
courbure de la surface. La quadrature et la rectification de la 
courbe conservent le même sens que dans le cas des courbes 
planes, et s'obtiennent par une analyse tout à fait semblable. 

Le problème inverse de l'analyse des courbes situées sur 
une surface donne aussi naissance aux mêmes questions se- 
condaires que le problème des courbes planes, ainsi qu'à des 
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opérations du même ordre ei qui s*effecluenl de la même 



manière. 



XIX. II est intéressant d'examiner, en ce qui concerne les 
différentiations de l'équation de la courbe, si elles peuvent 
aussi s'effectuer géométriquement, comme nous avons va que 
cela arrive pour les courbes planes, et s'il existe des principes 
de géométrie dont l'application uniforme donne, dans tous les 
cas, les relations différentielles, soit du premier, soit du se- 
cond ordre. 

Il est évident que le passage d'un point à un autre de la 
courbe, infiniment voisin, produit, quand on emploie les 
coordonnées de la question, un polygoiie infinitésimal tracé 
sur la surface, lequel représente la différentielle première de 
l'équation de la courbe, et que le passage à un nouveau point 
produit aussi un nouveau polygone infinitésimal qui se rap- 
porte à la différentielle seconde, et ainsi de suite. On pourra 
donc aussi effectuer géométriquement les différentiations, à 
condition que l'on saura déduire de ces polygones les rela- 
tions- qu'ils contiennent. Or, lorsque les coordonnées sont 
géodésiques, il existe deux théorèmes qui donnent, chacun, 
l'une des deux relations qui appartiennent à chacun de ces 
polygones infinitésimaux. Le premier théorème, qui donne 
les relations linéaires, est dû à Gauss, et il consiste en ce que 
si des lignes .géodésiques sont coupées orthogonalement par 
deux courbes, les arcs interceptés sont égaux. Le second, 
qui est également dû au même géomètre, donne les relations 
angulaires et par conséquent les relations qui lient entre elles 
les projections tangentielles des angles de contingence, ou 
les variations de ces projections, suivant l'ordre infinitésimal 
du polygone. Il consiste en ce que la somme des angles d'un 
polygone géodésique, diminué d'autant de fois deux angles 
droits qu'il y a de côtés moins deux, est égale à l'aire sphé- 
rique ou courbure intégrale du polygone. Ces deux théorèmes 
ont une grande importance, et le second constitue un des 
plus grands progrès de la géométrie des surfaces; il s'applique 
non-seulement au cas où le polygone est géodésique, mais 
encore au cas ou le polygone e§t quelconque. En effet, quel 
que soit le polygone tracé sur la surface, comme on peut 
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inscrire à tqut côté non géodésique une ligne brisée infini- 
tésimale composée d*arcs géodésiques, on obtient un polygone 
auxiliaire qui est lui-même géodésique; et» en appliquant le 
théorème de Gauss à ce second polygone, on obtient les rela- 
tions angulaires qui appartiennent au premier, qui est quel- 
conque, ces relations se rapportant aux différentes courbures 
ou à leurs variations, suivant Tordre infînitésimal de ce poly- 
gone. 

On a donc aussi un procédé purement géométrique pour 
effectuer les différentiations des équations des courbes tracées 
sur une surface, et pour obtenir ces différentielles sous leur 
forme la plus simple et la plus utile, puisqu'elle met en relief, 
sans aucun élément étranger à la question, les propriétés des 
tangentes et des courbures des courbes dont il s^agit. 

XX, Lorsqu'on veut définir une courbe non plane, sans 
introduire aucun élément étranger à la nature de la courbe, 
deux relations sont nécessaires et suffisantes : la première 
donnant le rapport de Tare élémentaire à sa déviation par 
rapport à Tare infiniment voisin; la seconde donnant le rap- 
port du même arc à la déviation du plan osculateur par 
rapport au plan osculateur infiniment voisin. Le premier 
rapport pris isolément ferait connaître la courbe plane dans 
laquelle se transformerait la courbe proposée, si Ton dévelop- 
pait sur un plan la surface développable dont cette dernière 
courbe est l'arête de rebroussemeht; le second rapport ferait 
connaître les flexions successives de cette surface pendant le 
développement. Mais, sî Ton connaît la surface sur laquelle 
se trouve cette courbe, la première de ces deux relations suffit 
pour que la courbe soit déterminée, ou, plus simplement en- 
core, il suffit de connaître la relation qui donne le rapport de 
Tare élémentaire à la déviation de la projection de l'élément 
infiniment voisin sur le plan tangent, ce rapport étant exprimé 
en fonction de la déviation tangentielle intégrale à partir d'un 
certain point de la courbe. Cette relation est l'équation natu- 
relle de la courbe par rapport à la surface qui la contient; les 
coordonnées naturelles sont, d'une part, l'arc compté à partir 
d'un certain point et l'angle égal à la somme des déviations 
élémentaires tangentielles, à partir de la même origine. 

c 
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Tous les avantages que nous avons signalés^ cqmme appar- 
tenant à l'analyse qui résulte de la définition naturelle des 
courbes planes et du système de coordonnées qui s'y rapporte, 
appartiennent aussi, sans restriction, aux courbes situées sur 
une surface, définies par leurs équations naturelles par rap- 
port à cette surface. Il semble même que cette analyse de- 
vienne plus importante, lorsqu'on veut soumettre l'étude de 
ces courbes à une méthode uniforme et régulière. Les appli- 
cations nombreuses que nous ferons de ce genre d'analyse 
serviront à en préciser le caractère et à en montrer les avan- 
tages. 

XXI. Malgré toutes ces analogies entre l'analyse des courbes 
planes et l'analyse des courbes tracées sur une surface, la 
seconde présente des difficultés d'un ordre élevé, qui pro- 
viennent de l'équation de la surface qui s'introduit forcément 
dans les calculs. Or une grande simplification résulte de l'in- 
troduction que nous avons faite dans cette théorie d'un élé- 
ment nouveau, auquel nous avons donné le nom de courbure 
inclinée. 

Simple par sa définition, puisque c'est le rapport de l'angle 
des tangentes à deux courbes infiniment voisines de l'une 
des deux séries des lignes coordonnées à l'arc qu'elles déter- 
minent sur une courbe de l'autre série, cette courbure n'offre 
rien que de précis, soit dans son intensité, soit dans sa 
direction. 

Complexe dans sa composition, elle comprend, les concen- 
trant en un seul, plusieurs éléments-^géométriques qu'il fau- 
drait considérer et manier successivement. En effet, la com- 
posante normale de cette courbure a une expression linéaire 
par rapport aux composantes normales de la courbure propre 
de Tune des deux lignes coordonnées et de la seconde cour- 
bure géodésique; sa composante tangentielle n'a pas une 
expression moins significative, puisqu'elle est la somme de la 
courbure tangentielle de la même ligne coordonnée et du 
rapport différentiel de l'angle des lignes coordonnées à l'arc 
de l'une d'entre elles. Ces deux théorèmes ont, en outre, le 
double avantage de rendre la courbure inclinée indépendante 
de tout système coordonné, et applicable à la fois aux calculs 
et aux démonstrations. 
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De là résulte que cet élément devient un instrument pré- 
cieux de recherches : il donne du laconisme au langage, par 
la condensation de plusieurs notions en une seule, de Taisance 
à la marche analytique par la suppression de longs calculs, de 
la vie aux formules par la réalité géométrique dont elle revêt 
les symboles algébriques. C'est grâce à la présence de cet élé- 
ment, dont nous avons fait un usage incessant dans nos recher- 
ches déjà publiées, que nous avons donné à ces recherches 
une simplicité dont les géomètres ont bien voulu nous tenir 
compte. C'est au secours que nous a fourni cet élément, que 
nous devons d'avoir pu traiter dans toute sa généralité le pro- 
blème de l'analyse des courbes sur une surface quelconque. 

XXIÏ. Ce problème si intéressant a provoqué de très-remar- 
quables travaux dus à de très-habiles géomètres, à la tête des- 
quels se place l'illustre Gauss, auteur des belles recherches 
sur les surlaces courbes. Cet ouvrage, qu'on ne saurait trop 
méditer, contient les principes les plus simples, les plus 
féconds de la géométrie des surfaces ; mais l'auteur n'établit 
que les relations qui se rapportent aux courbures tangentielles 
des lignes, et ne s'occupe pas des courbures normales, qui 
.donnent pourtant naissance à des relations non moins inté- 
ressantes. Les successeurs de ce grand géomètre se sont in- 
spirés de ses travaux, et ils n'ont pas peu contribué à vul- 
gariser ses découvertes, soit par de belles démonstrations 
géométriques, soit par des études particulières qui leur font 
le plus grand honneur. Qu'il nous suffise de citer les noms de 
MM. Liouville, Lamé, Bonnet, Bertrand, Serret, auxquels il 
faut ajouter celui d'Edmond Bour, enlevé sitôt au culte des 
sciences exactes, qui lui donnèrent et qui lui promettaient de 
si belles conquêtesi. Puissions-nous avoir l'autorité qui nous 
manque pour donner à tous en général, et à chacun en parti- 
culier, la juste part d'éloges qui leur sont dus, à cause des 
progrès d'analyse et de géométrie accomplis par eux ou sous 
leur inspiration I C'est à l'un de ces maîtres de la science que 
revenait la mission d'écrire le livre que nous nous décidons, 
malgré nous, à publier. Celte mission, ils l'auraient sans doute 
acceptée, s'ils n'avaient été détournés de ce but par l'allrail de 
hautes éludes et la solution de questions plus importantes. 
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XXIII. Comme nous venons de le dire, notre livre consiste 
à présenter dans tout son développement le problème de l'ana- 
lyse des courbes tracées sur une surface, et à montrer tout ce 
qu'il gagne en simplicité dans ses différentes phases, par suite 
de l'introduction des courbures inclinées. Écrit sous l'in- 
fluence d'une pensée unique, il conserve toujours la même 
uniformité de marche, la même fidélité au principe fondamen- 
tal. Cette régularité gêne quelquefois l'élan du géomètre, mais 
elle le guide, et le lecteur aime à voir, dans une méthode 
régulière, la possibilité d'atteindre la solution des questions 
les plus variées. 

Comme le but que nous nous sommes proposé a été d'étu- 
dier les courbes situées sur une surface par l'analyse la plus 
simple, et de montrer comment elle procède pour traiter 
toutes les questions que l'on peut se proposer sur cette ma- 
tière, le livre que nous publions est un livre d'analyse et 
non de géométrie. La marche analytique est donc celle que 
nous avons dû préférer. Il nous aurait pourtant été facile d'é- 
tablir toutes nos formules fondamentales par la géométrie, 
mais, par là, nous aurions altéré le caractère d'unité que 
nous tenions principalement à lui donner. Le rôle de la géo- 
métrie ne devait pourtant pas être nul; aussi, l'avons-nous 
fai< intervenir toutes les fois qu'il s'agissait d'interpréter les 
formules, de manière que leur signification fût clairement 
établie, comme cela doit être quand il s'agit de l'étude des 
courbes. 

La méthode analytique que nous avons suivie est celle dont 
nous avons déjà fait usage dans notre Théorie des coordonnées 
curi^ilignes. Outre ses avantages généraux, cette analyse en 
contient de particuliers non moins précieux. Elle dévoile les 
liens intimes entre celte théorie et celle des lignes tracées 
sur une surface, elle sert de fil conducteur pour arriver sûre- 
ment à la solution des questions correspondantes de ce second 
problème, elle montre que les relations qui forment cette so- 
lution sont ou bien identiques à celles du premier problème, 
ou bien implicitement renfermées dans celles-ci, el que tou- 
jours il sera facile de les obtenir, soit par un calcul direct, soit 
en les évoquant des formules générales. 
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XXIV. Voici maintenani la division que nous avons suivie. 
La première Pariie esl relative à la théorie générale des 
courbes en tant que tracées sur une surface. Nous établissons 
les relations qui existent soit entre les lignes coordonnées, 
soit entre la courbe et. les coordonnées auxquelles on les rap- 
porte. Ces relations sont de deux sortes : les unes regardent 
les courbures tangentielles, les autres les courbures normales. 
Les premières étaient déjà connues sous leur forme la plus 
générale, il n'en était pas de même des secondes qui n'avaient 
été données que dans des cas particuliers. L'introduction de 
la courbure inclinée permet d'établir ces deux sortes de for- 
mules, au point de vue le plus général, tout en leur conser- 
vant une forme aussi simple que celle qui résulterait d'une 
hypothèse particulière; le propre de cette courbure est d'être 
un élément de généralisation, qui s'incorpore dans la formule 
pour la simplifier d'autant plus que cette formule est plus 
générale. Du reste, ces relations sont elles-mêmes des cas 
particuliers des relations se rapportant à un système quel- 
conque de trois surfaces coordonnées et déjà publiées par 
nous en 1862, dans notre Théorie des coordonnées curvilignes 
quelconques. Il suffit de faire deux cosinus nuls dans les 
secondes pour retrouver les premières, ce qui revient à dire 
que deux surfaces coupent orthogonal ement la troisième. 

La seconde Partie est consacrée aux applications des for- 
mules établies dans la première. Le nombre des questions 
résolues est très-grand, trop grand peut-être, mais ce n'est 
que par les exemples que l'on peut montrer comment cette 
théorie s'associe à l'analyse infinitésimale. Ces différentes 
questions forment trois catégories distinctes. La première con- 
tient les questions qui ne dépendent que des paramètres dif- 
férentiels du premier ordre, et dont les équations différen- 
tielles sont généralement du premier ordre et du premier 
degré. La seconde se rapporte aux lignes qui dépendent des 
courbures normales, et dont les équations différentielles sont 
du premier ordre et du second degré. La troisième a trait aux 
lignes qui dépendent des courbures tangentielles, et dont les 
équations différentielles sont du second ordre ou d'un ordre 
supérieur. Plusieurs de ces questions nous sont personnelles, 
d'autres ont déjà été traitées par les géomètres, mais la fidélité 
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qu'il nous fallait conserver pour noire méthode, afin de ne 
pas compromettre le plan de l'ouvrage, en a fait pour nous des 
questions nouvelles. 

La troisième Partie est spécialement consacrée à l'étude des 
courbes dans le système de coordonnées géodésiques et dans 
les systèmes qui en dépendent. Ces systèmes ne sont pas nou- 
veaux, mais l'étude générale des courbes dans ces systèmes 
était susceptible d'être approfondie. Aussi la plupart des for- 
mules que nous en avons déduites sont nouvelles, soit en 
elles-mêmes, soit par la forme simple que nous leur avons 
donnée, par suite de l'introduction de la courbure inclinée. 
Nous avons %montré, par de nombreux exemples, combien 
cette analyse est générale, comment elle facilite les calculs, 
et avec quelle simplicité elle se prête à l'étude des courbes 
d'après leurs équations naturelles. 

XXV. L'ouvrage que nous offrons aux géomètres, sur VJna- 
lyse infinitésimale des courbes tracées sur une surface , se 
compose principalement de nos recherches personnelles sur 
cet important sujet, les unes déjà anciennes et publiées par 
nous à diverses époques, et les autres entièrement nouvelles 
et inédites. Il convient que nous distinguions les unes des 
autres, et la justice nous fait un devoir, à cause des géomètres 
qui ont écrit sur la même matière, de donner les dates pré- 
cises des premières avec les pièces justificatives. 

Lii^re premier, — Le premier Chapitre, relatif à la définition 
et aux diverses expressions de la courbure inclinée, se trouve 
implicitement renfermé dans notre Théorie des coordonnées 
curvilignes, 1862, et explicitement dans notre Mémoire sur 
un double système de surfaces réglées, publié en 1866 dans 
les Mémoires de V Association Scientifique de France. 

Les Chapitres 11 et III, consacrés aux coordonnées curvi- 
lignes quelconques tracées sur une surface, sont la reproduc- 
tion de nos recherches sur ce sujet : Journal de Crelle, 
t. LVllI, 1860; Annales de Mathématiques, de M. Tortolini, 
i. VI. Lorsque les formules se rapportent à une surface, nous 
n'avons rien à y changer, elles sont littéralement reproduites; 
lorsqu'elles se rapportent à deux ou trois des surfaces coor- 
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données, nous n'avons eu besoin que d'y faire nuls un ou 
deux cosinus. 

Le Chapitre IV est une élude sur les propriétés d'une courbe 
quelconque tracée sur une surface; écrite depuis plusieurs 
années, cette étude n'a pas été publiée jusqu'à ce jour. 

Le Chapitre V, qui a pour objet la courbure des surfaces, 
se compose de deux parties qui ont été présentées à TAca- 
demie des Sciences de Paris : ia première, en i863, sous le 
litre de la Courbure des surfaces; la seconde, en 1867, sous le 
titre de Rôle de la courbure inclinée dans la théorie des 
lignes tracées sur une surface. Les pfincipaux résultats ont 
été publiés dans les Comptes rendus des séances de l'Académie 
des Sciences^ t. LVI et t. LXV, et la première partie a été 
imprimée in extenso dans la Revue des Sociétés savantes, t. VI. 

Le Chapitre VI, sur les polygones tracés sur une surface, est 
un travail dont quelques points seulement ont été publiés dans 
le journal l'Institut^ décembre 1867, février 1868. 

Livre deuxième, — 11 ne renferme qu*un petit nombre de 
questions déjà publiées par nous. Ce sont, dans le Chapitre ] : 
Des trajectoires sous angle constant des lignes tracées sur les 
surfaces de révolution {Journal de M. Liouville, t. XI, 1846); 
Des trajectoires orthogonales des lignes ellipsoïdales (nos 
Recherches sur les surfaces du second ordre, i864). Dans le 
Chapitre II : Des lignes de courbure (Comptes rendus, 1867); 
Des lignes ellipsoïdales conjuguées (nos Recherches sur les 
surfaces du second ordre). Dans le Chapitre 111 : De la ligne 
géodésique ellipsoïdale et des questions qui en dépendent 
(Compte rendus, t. L, 1860). Toutes les autres questions sont 
nouvelles, du moins en ce sens qu'elles n'ont jamais été pu- 
bliées par nous, et que la solution que nous en donnons 
résulte de notre théorie. 

Livre troisième. — Il a plusieurs points de contact avec un 
Mémoire présenté par nous à l'Académie des Sciences de 
Paris, en i85o, sous le titre : Des développées imparfaites 
conjuguées des courbes planes. Ce sont les mêmes principes, 
les mêmes procédés, la même analyse, nous allions dire les 
mêmes équations, si les questions relatives aux courbes si- 
tuées sur une surface n'exigeaient un principe nouveau, re- 
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présenté par lo théorème de Gauss, dont rintroduction forcée 
dans ces dernières questions modiOe les équations relatives 
aux courbures. Mais cette modification complète les formules 
par l'addition de nouveaux termes, sans altérer les formes 
qui existaient dans le cas des courbes planes. Toutefois, à 
raison des termes nouveaux qui s'introduisent, et de la géné- 
ralisation qui en résulte pour le problème des lignes tracées 
sur une surface» le travail contenu dans ce troisième Livre est 
distinct de celui que nous avons mentionné, et toutes ses 
parties sont inédites jusqu'à ce jour. 

« 

XXVI. D'après ce que nous avons dit jusqu'à présent, notre 
livre n'a pas pour fin de présenter l'énumération des propriétés 
déjà connues des courbes non planes, ainsi que les remar- 
quables travaux des géomètres sur ces questions, il est destiné 
à systématiser les recherches que Ton peut faire sur ce sujet, 
en les faisant dépendre d'une analyse régulière. C'est un livre 
didactique sur l'analyse des courbes, dont le but est de mon- 
trer comment on peut traiter les diverses questions de géo- 
métrie curviligne. Les préceptes y sont confirmés par des 
exemples, et les applications font connaître l'esprit de la mé- 
thode. La solution des questions particulières y est portée 
assez loin pour pouvoir être terminée par ceux qui voudraient 
la connaître à fond. 

Malgré tous les soins que nous avons pris, nous ne saurions 
nous promettre que quelques erreurs de calcul ne se sont 
pas glissées dans les nombreuses applications que nous avons 
faites de la théorie. Dans les ouvrages d'une certaine étendue, 
écrits pour mettre en relief l'unité de méthode et sa puissance, 
tous les calculs devant êlre exécutés par un seul, les erreurs 
deviennent presque inévitables. Mais, si elles existent, elles 
seront faciles à reconnaître, et ne porteront nullement atteinte 
à la méthode elle-même, qui pourra toujours être employée à 
les corriger. 
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§ L — Des projections obliques. 

1. Projection sur un plan. -— Si d'un point A Ton mené une 
parallèle à une droite donnée jusqu'à la rencontre d'un plan P 
donné de position, l'iniersection a de cette parallèle, avec le 
plan P est la projection du point A suivant la droite donnée. 
La droite parallèle à la droite donnée est dite iigne projetante; 
le plan donné, plan de projection. Si la droite est perpendi- 
culaire au plan, la projection est dite orthogonale. 

Soit une courbe C, si Ton projette suivant une direction 
donnée les différents points de cette courbe, le lieu des pro- 
jections de ces points est une courbe c, qui est appelée pro- 
jection de la courbe C; le lieu des droites projetantes est un 
cylindre appelé cylindre projetant. 

Soit une aire plane 12 limitée par des courbes quelconques, si 
Ton projette les courbes limites sur un plan, suivant une di- 
rection donnée, les projections de ces courbes limiteront une 
aire w qui sera la projection de Taire donnée £2. 
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2. Projection sur une droite. — Si d'un point A de l'espace 
l'on mène un plan parallèle à un plan donné, jusqu'à la ren- 
contre d'une ligne donnée, l'intersection a est la projection 
du point A sur la ligne donnée, suivant le plan donné. La ligne 
qui joint le point A avec sa projection a est dite ligne proje- 
tante. Si le plan donné est perpendiculaire à la droite donnée, 
la projection est dite orthogonale. Si l'on projette les extré- 
mités d'une longueur A6, sur une ligne suivant un plan donné, 
le segment ab compté sur cette ligne entre les projections 
des extrémités est la projection de la longueur AB. 

Soit un contour quelconque terminé à deux points A et B 
de l'espace, et un point mobile M partant de A, et parcourant 
ce contour jusqu'au point B, il est évident que la projection 
m du point M se mouvra sur la ligne de projection. Or ce point 
pourra se mouvoir sur cette ligne tantôt dans un sens, tantôt 
dans l'autre : si ce point se meut dans un sens déterminé , la 
projection parcourue sera positive; s'il se meut en sens con- 
traire, la projection parcourue sera négaiii^. D'après cela, l'on 
a la proposition suivante : 

Théorème I. — Quel que soit le chemin que suive un point 
mobile pour aller d'un point A de l'espace à un autre B, la 
somme algébrique des longueurs parcourues par la projection 
du point mobile est constante et égale à la projection de la 
droite -AB. 

Corollaire. — Si le contour est fermé, la somme algébrique 
des projections des éléments du contour est nulle. 

a. Expression algébrique de la projection d'une longueur. 

Théorèhe II. — La projection l d'une longueur L sur une 
ligne t parallèlement à un plan , est égale à cette longueur 
multipliée par le rapport des cosinus des angles que la normale 
au plan fait avec la longueur donnée et avec sa projection^ 

Soit n cette normale, les projections orthogonales de L el 
de / sur la droite n sont égales; de là résulte que l'on a 

. j cos(L, n) 

cos(/, /i) 

Corollaire. — Si les côtés d'un polygone fermé sont L,, 
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Lî,. . . , L«, Ton a, le signeN s*éiendanl à tous les côtés, 



1 



- ros(L, n) 

L —. — - =o. 

cos{/, /l) 



4. Expression algébrique^ de la ptojevtion d'une aire. 

Théorème III. — La projection d* une aire plane sur un plan 
parallèlement à une droite ^ est égale à cette ai te multipliée 
parle rapport des cosinus des angles que le plan perpendieu- 
taire à cette droite fait avec Vaire plane et le plan de projec- 
tion. 

SoitOraire d'une face plane, usa projection sur le plan, paral- 
lèlement à la direction donnée ; soit mené un plan perpendicu- 
laire à cette direction : les projections orthogonales de û et 
de (ù sur ce plan se confondent en une seule a. On aura donc 

^ cos(û, u) 

€0S(&>9 U) 

5. Réciprocité, — - Si, par un point on mène deux droites 
perpendiculaires aux deux faces û, ck), et un plan P perpendi- 
culaire à la droite projetante du numéro précédent; si, à par- 
tir du même point on prend sur la normale au plan Q. une 
longueur L proportionnelle à cette aire, et qu'on projette la lon- 
gueur L sur la normale à la face o) suivant le plan P, en appe- 
lant / cette projection, les longueurs L et / seront proportion- 
nelles aux deux aires Q. et m. 

En effet. Ton a, d'après le n** 3, 

- .COS(û), u) 

~" cos(i2, m)' 

donc, en comparant avec Téquation précédente, l'on aura 

Lu 

/ w 

THÉORÈfflE IV. — Si Von projette une aire plane û sur trois 
plans coordonnés obliques parallèlement aux trois axes; si, 
par Lorigine, on élève sur chacun des trois plans une normale 

I. 
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proportionnelle à la projection faite sur ce plan, et qu'on 
achève le parallélipipède des trois normales, la diagonale 
menée de V origine sera normale et proportionnelle à l'aire 
plane Q,. 

C'est une conséquence évidente du principe énoncé au 
commencement du présent numéro. 

. Corollaire. — Si l'on connaît les trois projections obli- 
ques 6i), Oi)i, (ù3 de Taire Q, cette aire ainsi que les angles qu'elle 
fait avec les trois plans coordonnés seront donnés par les 
même relations qui lient la diagonale et les trois côtés conti- 
gus d'un parallélipipède avec les angles qu'elle fait avec ces 
trois côtés. On aura donc les deux relations 

0C0S(û, û)) = WCOS((k), w) -+- Wi COS(û), Wi) -^ Mj COS ( W, Wj), 
i2*r=r ùH^-\- w' -H &)* -h 2&j(iJ| COS((k), W, ) 

-H 2 0()t 0)2 COS(a>i, Wj) -4- 2&)s Gt) COS(&)j, w). 

6. De la perpendiculaire au plan de deux droites. — Soient 
deux droites c, c' de longueur donnée, situées dans un plan, 
et les projections obliques x, y, z, x\ y', z' de ces deux 
droites sur les axes d'un système de coordonnées obliques. 
Calculons l'aire 6)2 du parallélogramme dont deux côtés conti- 
gus seraient égaux et parallèles aux projections obliques c^, c\ 
des deux droites données sur le plan des xy, en appelant e, e' 
les angles que Taxe des x fait avec Cj, c',, l'on a 

. 0)2 = c^i c\ sin ( e' — g ), 
c, sin6 = 7sin(j7, j), c\s\vïz' =:y' siïi{x,y), 

c^cosz=^ycos{x,y) -har, c^cose'^ j'cos [x,y) 4- x\ 

Si Ton porte les valeurs des sinus et des cosinus des angles 
6, i' tirées de ces quatre dernières équations dans la précé- 
dente, l'on obtient 

&)2 = s\ïi{x,y)(xy^' ^ yx' ). 

0)2 est égale à la projection oblique sur le plan des xy de 
l'aire Q. du parallélogramme dont deux côtés contigus seront 
égaux. et parallèles à c, c'. Les valeurs des projections w, w, de 
l'aire du même parallélogramme se déduisent de la formule 
précédente par la permutation rotatoire. Si l'on a égard à ces va- 
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leurs, la dernière formule du numéro précédent fait connaître 
la valeur de û^, tandis que Tavant-dernière formule du même 
numéro donne les angles que la [xerpendiculaire au plan de 12, 
c*est-à-dire au plan des deux droites, fait avec les normales 
aux plans coordonnés. 

7. Angle de deux droites, — Calculons d'abord cet angle 
en fonction des projections obliques des longueurs de ces 
droites sur les trois axes coordonnés. Si Ton remarque que 
l'on a 

i2 = cc'sin(c, c'), 

en substituant cette valeur de 12 et les valeurs de &), t*)., gj^, 
trouvées dans le numéro précédent, dans la dernière formule 
du n^5, on obtient la valeur de sin(c, &) en fonction des rap- 
ports des projections obliques des deux droites c, d à ces 
deux droites. Cette expression, qu'il est inutile de transcrire, 
s'obtient immédiatement. 

Calculons, en second lieu , le cosinus de Tangle des deux 
droites en' fonction de lignes trigonométriques. Les deux ex- 
pressions que nous allons donner de ce cosinus sont d'une 
grande utilité pour certaines transformations analeptiques. 

Soit une ligne OC égale à T. Formons le parallélipipède 
dont T est la diagonale, et dont les arêtes, suivant la direction 
des trois axes coordonnés, sont /, /, , /j. Concevons le système 
de coordonnées obliques formé par trois axes normaux aux 
plans coordonnés du système donné, et formons le paralléli- 
pipède oblique dont T est la diagonale et dont les arêtes n, n,,*», 
sont issus du point dans la direction des trois axes de ce 
second système. D'après cela, si Ton considère le premier 
parallélipipède, on aura, d'après le théorème IV, n° 5, ou, ce 
qui revient au même, en projetant orthogonalement le péri- 
mètre du polygone 1 1^ ijT successivement sur n, /*,, /*j, 

jf cos(/i, /)— - T cos{T, w), /, cos(/t, , /, ) — Tcos(T, /i,), 

/2Cos(/i2, t'x)=^ Tcos(T, fh). 

Or, si l'on projette orthogonalement le périmètre du polygone 
t tyti'ï sur une direction donnée N, on aura 

TC0S(T, N):r= /COS(N, -^- ^0OS(N,^)-h /2C0S(N, ^0> 
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e(, en substituant le^ valeurs de t, tt , U tirées des équation» 
précédentes, on aura 

^^g/y j^v cos(T, /i)cos(N, /) ^ cos(T, yit)cos(N, /.) 

cos(n, /) CQs(»i,t,) 

cos(T, iij)cos(N, U) 

C0S(/l2, ti) 

Si Ton opère de la même manière sur le second paralléîîpi- 
pède, et qu'on projette orthogonalement le périmètre du poly- 
gone fermé nn, n,T successivement sur ^, tx, U et sur N, on 
aura d'abord quatre équations analogues aux précédentes» et 
finalement 

cosfN j._,(^-os(lyt)^ç>s(^,.n) , cosCT, i?,)cos(N,nO 



cos(^/i) cos(^,n,) 

cos(T, ^)cos(N, nj) 
cos (U^Ui) 

laquelle se déduit aussi directement de la précédente.. 

• 
Ces formules font connaître le cosinus de Tangle de deux 

droites en fonction des cosinus des angles que la première 
fait avec les trois axes coordonnés, et des cosinus des angles 
que la seconde fait avec les trois arêtes du trièdre supplémen- 
taire de celui qui est formé par les trois axes. 

§ II. — De LA COVI^BURE INCLINÉE. 

^us nous pr(;^pQsons, dans ce paragraphe,, d'étudier d'une 
mianière générale la courbure inclinée des lignes, quelconques 
et d'en déduire les propriétés qui les caractérisent. 

8. Tangente, — Si Ton considère sur une courbe deux 
points A et A' infiniment voisins : leur distance AA' est Fêlé- 
ment curviligne ds ou bien la différentielle de Tare de cette 
courbe; la direction de cet élément est la direction de la tan- 
gente à la courbe au point A. Soit celle courbe rapportée à des 
coordonnées rectilignes orthogonales; dxy dy, dz les projec- 
tions de réléraeni ds sur les irois axes, et a, (3, y les angles 
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que le déplacement di fait avec ces axes; on a 

, . dx dr dz 

• 

Plan normal. — Le plan normal à la courbe au point A est 
le plan qui, en ce point, est perpendiculaire «à la tangente à la 
courbe. L'équation de ce plan dans le système rectiligne 
orthogonal s'obtient par cette considération, que, si l'on joint 
le point A, dont les coordonnées sont or, j, z, à un des points 
quelconques x\ y\ z' du plan, le cosinus de l'angle de cette 
longueur avec l'élément d& doit être nul, ce qui donne, le 

signe \ s'élendant aux trois coordonnées, 

{X — x')dx :=:0, 



1 



9. Relations entre les variations angulaires d'une série de 
droites mobiles. — Le mouvement d'une droite dans l'espace, 
s'appuyant par un de ses points sur une courbe quelconque, 
donne naissance au mouvement d'une seconde et d'une troi- 
sième droites passant par ce point et satisfaisant à cette con- 
dition, que la seconde est perpendiculaire à deux positions 
infiniment voisines de la droite donnée, tandis que la troi- 
sième est perpendiculaire au plan des deux autres. Or il existe 
entre les variations angulaires de ces droites mobiles des rela^ 
lions remarquables qui nous seront souvent utiles, et qu« 
nous ne pouvons nous empécber d'exposer. 

(a) Trièdre tri rectangle dérivant du déplacement d*une 
droite. — Soit une droite dont un point déterminé parcourt 
une courbe donnée, la direction de cette droite variant d'après 
une toi aussi donnée. Marquons, à partir du point O (Jig. i], 
où la droite, dans une de ses positions, coupe la courbe, la 
direction positive de celte droite; supposons que du même 
point O comme centre une sphère soit décrite d'un rayon égal 
à l'unité, et soit t le point où sa surface coupe la partie posi- 
tive de la droite; soit t' l'extrémité du rayon de cette sphère 
parallèle à la direction positive de la ligne infmiment voisine; 
l'arc de grand cercle qui va de / en /' est connu en grandeur 
et en direction. Menons du point O un rayon Or parallèle à 
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celle direclion; si du même poinl nous élevons un rayon O/i 
perpendiculaire au plan tOt'y un côlé où le mouvemenl de 0/ 
vers Or esl vu de gauche à droile par un speclateur placé sui- 




vant la direclion 0», celle direclion sera prise posilivement. 
Les Irois rayons posilifs Ot, Or, On forment un irièdre iri- 
reciangle : la considéraUon de ce irièdre esl d'une grande 
uiililé. 

(ft) Trièdre tri rectangle infiniment voisin, — Soil 0/* un 
rayon parallèle à une troisième position de la droite; les deux 
rayons infmiment voisins 0^', 0/" donnent naissance à un 
second irièdre trirectangle dont les arêtes sont 0^', Or', O/i': 
ce trièdre esl formé d*après la même loi que le précédent. 
Les trois arcs tt% nn% rr' jouissent des propriétés suivantes. 

Les arcs tt', nn\ formés par les positions infiniment voi- 
sines des rayons 0/, 0», ont la même direction ou des dî-* 
rections opposées. £n effet le poinl/' esl éloigné d'un qua- 
drant des points », «', r'; d^ailleurs Or' est perpendiculaire 
sur On'; donc à la limite Tare nn' sera parallèle au rayon Or' 
et par conséquent à Or. Mais Or est parallèle à Tare tt'; 
donc, etc. L'arc nn' sera pris positivement s'il a la même direc- 
tion que Or, et négativement s'il a une direclion contraire. 

Les trois arcs //', nn\ rr' sont en grandeur les trois côlés 
d'un triangle reclangle dont rr' est l'hypoténuse. 
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Les trois points t, t', r sont situés sur un arc de grand 
cercle, les trois points n, n\ r' sont aussi situés sur un arc de 
grand cercle qui coupe en i le premier orthogonalement; or, 
dans le triangle rectangle injQniment petit rr'iy on a Tare ir' 
égal à Tare n/i', puisque les points /?, n'sont les pôles des deux 
grands cercles rt' , r' V qui forment entre eux un angle mesuré 
par Tare ir' ; on a aussi Tare ir égal à l'arc W par une raison 
semblable. On voit par là que si un trièdre trirectangle est 
formé d'après la loi précédente, dans une seconde position de 
ce trièdre, les déplacements angulaires infiniment petits des 
arêtes sont entre eux comme les trois côtés d'un triangle rec- 
tangle; on a donc 



(i) rr' = //' A-nn' . 

(c) Trièdre relatif aux déplacements de Or. — Construisons 
le trièdre trirectangle relatif aux deux positions infiniment 
voisines Or, Or'. Soit 0/ le rayon parallèle à Tare rr^ et Op 
le rayon perpendiculaire au plan Orr'. Les propriétés de ce 
trièdre sont les suivantes. 

1° Les deux rayons O/i, 0/ se trouvent dans le plan tOn, 
En effet, Op est l'intersection de deux grands cercles nOty 
n'Ot' dont les points r, r' sont les pôles. D'une autre part, la 
direction rr' étant perpendiculaire au rayon Or, le rayon Op 
parallèle à cette direction ne peut se trouver que dans le 
plan «0/ perpendiculaire à Or. 

2° L'angle que Op fait avec O/i a pour sinus le rapport de 
l'arc nn' à l'arc rr\ En effet les deux droites O/i, Op sont 
perpendiculaires, chacune à chacune des deux faces irO, r'rO; 
donc l'angle dièdre formé par ces deux faces est égal à l'angle 
plan pO/i; donc, etc. 11 résulte de là que l'on a 

COS»0^= r> C0Sp0/l = — 7- 

3* Si l'on projette le périmètre du triangle irr' sur un rayon 
quelconque O j?, on aura 

(2) rr' cos [lyx)^ tt'cos(ty x) -+- nn'cos{n,x) — o. 

4* Puisque Op est dans le plan nOt, on aura 

cos/?0^ — cospOn cosnOx 4- cospOt cosK)x, 
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et, en ayant égard aux valeurs ci-dessus trouvées, 

(3) rr' cospOx = tt' cosnOx — nn'costOx. 

5" Construisons le trièdre infîniment voisin dont les arêtes 
seront Or\ 0/', Op'; l'angle pOp' est la différentielle de 
TanglepO^ puisque rinclinaison du plan pOp' sur le plan tOp 
est infiniment petite ; on a donc Téquation 

(4) dUrccos=^^]=pOp\ 
à laquelle il faut joindre 



pp' = II' — rr' . 

De là résulte que les déplacements des arêtes du trièdre Orpl 
sont intimement liés aux déplacements des arêtes du trièdre 
Otrn, de manière que Ton peut déterminer à chaque instant 
les premiers déplacements en fonction des seconds. 

(d) Trièdre relatif au déplacement de n. — Le trièdre tri- 
rectangle déterminé par deux positions infiniment voisines du 
rayon On est tel, que la première arête étant O/i, la seconde 
sera Or' ou son prolongement, la troisième sera 0/' ou son 
prolongement; de là résulte que les déplacements des arêtes 
seront les mêmes que ceux des arêtes du trièdre déterminé 
par deux positions inOniment voisines de 0^, que nous avons 
considéré le premier. Ces deux irièdres sont donc conjugués 
entre eux par cette loi, que le déplacement de la première arête 
de Tun égale le déplacement de la troisième arête de Tautre, 
et que les déplacements de leurs deuxièmes arêtes ^ont les 
mêmes. 

10. De la courbure inclinée, — Considérons toujours la 
droite assujettie à s^appuyer sur la courbe et se mouvant d'a- 
près une loi donnée. L'angle que forment entre elles les deux 
positions infiniment voisines de celte droite sera appelé angle de 
contingence inclinée; soit 5 cet angle; prenons les deux posi- 
tions infiniment voisines de la droite, correspondantes aux 
deux extrémités A, A' de l'élément ds de la courbe; si du 
point A comme centre, avec un rayon infiniment petit, on dé- 
crit un arc de cercle entre la première position de la droite et 
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la paraHèle à la position infiniment voisine de la droite, le 
rapport de Fangle de ces deux droites à réiément ds sera ap- 
pelé courbure inclinée de la courbe au point A ; l'inverse de 
ce rapport sera le rayon de courbure inclinée; la direction de 
1 arc de cercle compris entre les deux droites est la direction 
du rayon de courbure inclinée; le centre de courbure inclinée 
s'obtient en mesurant dans cette direction, à partir du point A, 
une longueur égale au rayon de coui4)ure inclinée ; enfin le 
plan mené par le point A parallèlement aux deux positions 
infiniment voisines de la droite, ou, ce qui est la même chose, 
le plan de l'angle d est le plan de courburo inclinée. 

Expression de la courbure inclinée, — Représentons par j^ 
le rayon de courbure inclinée au point A de la courbe, par 
ïy IXf V les angles formés par ce rayon avec les trois axes coor- 
doonés, et soit ds la longueur du rayon de l'arc de cercle décrit 
du point A comme centre ; les trois côtés du triangle infinitésimal 
isocèle qu'on vient de former font, avec l'axe des x, des angles 
dont les cosinus sont: cos>, — - cosX — dcosX, cos(4^, j:); or 
si l'on projette le périmètre de ce triangle sur l'axe des x, la 
somme des projections devant être nulle, on obtient 

.;.. cos(4^, x) rfcosX 
(5) ^^ = -^, 

qui sert de type aux trois équations fournies chacune par l'un 
des axes coordonnés. En élevant au carré ces équations et for- 
mant la somme \ i l'on obtient 

Ces équations donnent la grandeur et la direction du rayon de 
courbure inclinée. 

11. Plan de courbure inclinée. — Pour déterminer ce plan, 
il suffit de connaître les angles que la normale n à ce plan fait 
avec les trois axes coordonnés. Or,^si l'on considère l'aire du 
triangle infinitésimal précédemment défini, elle a pour exprès- 

sion - ds^ 3. Or les projections des deux côtés de ce triangle 
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sur les trois axes sont connues; elles sont pour Taxe des jt, 
dscos'kf cfe(cosX-f-rfcosX),, . .; si Ton applique à ce trian- 
gle les formules du n" 6, dans le cas où les axes deviennent 
rectangulaires, on obtient trois formules qui sont contenues 
dans le type suivant : 

(6) 5cos(/i, 2) = cos'kdcosfjL — cos/zc/cosX, 

lesquelles étant élevées au carré et ajoutées membre à membre 
donnent 

(6') 3='=:\ (cosXrfcosfz — cosfxc/cosX)». 

Ces équations font connaître les angles que le plan de cour* 
bure inclinée fait avec les trois plans coordonnés, et donnent 
une nouvelle expression de l'angle de contingence oblique et 
par suite de la courbure inclinée. 

12. Angle de flexion inclinée. — L'angle de deux plans de 
courbure inclinée, infiniment voisins, sera appelé angle de 
flexion inclinée. Par le point A, menons une perpendiculaire 
au pian de courbure inclinée et une parallèle à la perpendicu- 
laire au plan de courbure inclinée infiniment voisin. Si du 
point À comme centre^ avec un rayon égal à dsy on décrit un 
arc de cercle entre ces deux lignes, on aura un triangle tel, que 
Tangle en A sera Tangle de flexion inclinée G; le rapport de 
cet angle à l'élément ds sera la seconde courbure inclinée ; 
l'inverse de ce rapport, le rayon de seconde courbure incli- 
née Q; la direction de l'arc de cercle compris entre les deux 
côtés de l'angle G sera la direction du rayon de seconde cour- 
bure inclinée ; le plan de cet angle sera le plan de seconde 
coubure inclinée. D'après cela, en raisonnant comme au n** 10 
et en représentant par X, Y, Z les seconds membres des équa- 
tions contenues dans le type (5), suivant que ces équations 
se rapportent aux axes des Xy j, z, on aura les deux formules 

. . cos(Q,^ )_ d I __Yrrf /v.m"I' 

La première est un type qui renferme trois équations rela- 
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lives, chacune à Tun des trois axes coordonné»; le signe \ 

de la seconde se rapporte aux seconds membres des trois 
équations précédentes. 

De même, en opérant comme on a fait au n® 11 et en appe- 
lant N la normale au plan de seconde courbure inclinée, on 
obtiendra 

laquelle est un type contenant les trois équations qui se rap- 
portent aux axes des x, 7, z. Si Ton élève au carré ces trois 

équations et qu'on fasse la somme \ des seconds membres. 
Ton aura 

{8') ^'=^[^'L^(^V-^Cj,{^v]' 

Remarquons que la perpendiculaire N au plan de seconde 
courbure inclinée est parallèle à Tintersection de deux plans 
de courbure inclinée infiniment voisins, et par conséquem à 
la direction de la droite mobile; de là résulte que cos(N, z) 
égale cosv. On a donc, en développant le second membre de 
l'avant-dernlère formule, 

G cosv =r J^i^d^ — g'rfcX.); 
si Ton remplace dx et d3f par leur valeurs, on obtient 

qui est une nouvelle expression de la seconde courbure in- 
clinée. 

13. Courbure propre de la courbe. — Généralement la droite 
mobile décrira une surface réglée gauche; cette surface serait 
développable si deux positions successives quelconques se 
rencontraient. Examinons le cas particulier où la droite mo- 
bile serait la tangente à la courbe. L'angle de deux positions 
infiniment voisines de la tangente donne Vangle de contin- 
gence propre de la courbe; le rapport de cet sangle à Télé- 
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nient ds esl la courbure propre de la courbe; Tinverse de ce 
rapport est le rayon de courbure; l'arc de cercle inTmiment petit 
compris entre les deux côtés de Tangle donne la direction de 
ce rayon, et, si à partir du point A Ton prend dans celle direc- 
tion une longueur égale au rayon de courbure, rexlrémilé sera 
le centre de co'urbure. Si dans les formules du n** 10 on remplace 
les cosinus des angles X, fx, v par les rapports des différeniielles 
dxy dy, dz à Télément ds, les expressions qui en résulteroni 
feront connaître le rayon de courbure propre et sa direction. 

ik. Plan osculateur. — On appelle ainsi le plan qui passe 
par trois points de la courbe infiniment voisins. Ce plan esl le 
même que le plan de deux tangentes infiniment voisines; il ne 
diffère donc pas du plan de courbure propre. L'angle de deux 
plans osculateurs infiniment voisins est Tangle de flexion 
propre de la courbe ; le rapport de cet angle à rélémept ds est 
la seconde courbure propre de la courbe. On obtiendra le plan 
osculateur, et tous les éléments relatifs à la seconde courbure, 
en remplaçant, dans les formules du n** 11 et du n*" 12, les co* 

dx dy* dz 

sinus des angles X*, fx, v par -t-î 77" ' T" 

15. Cercle osculateur. ~ C'est le cercle qui passe par trois 
points de la courbe infiniment voisins. Soient trois points 
consécutifs A, A', A'' de la courbe; par ces trois points faisons 
passer un cercle ; soit R' son rayon, menons le diamètre A'D, 
et joignons DA, DA" ; soit Ad le supplément de l'angle A A' A''; 
cet angle est égal à ADA", donc l'arc A A' A" est égal à 2R' A0; 
or, lorsqu'on passe à la limite, l'arc A A' A" devient 2 rf*, R' de- 
vient le rayon R du cercle osculateur et l'angle A 9 devient dO 
angle de contingence. Mais, d après ce qui précède, le rayon 
de courbure coïncide en direction avec la normale située dans 
le plan de courbure ; à la limite, le diamètre A'D coïncide avec 
cette normale; d'ailleurs le rayon R du cercle osculateur a pour 
expression le rapport de rf*à dB d'après ce qui vient d'être dit; 
donc le rayon du cercle osculateur coïncide en grandeur et en 
direction avec le rayon de courbure. 

16. Mouvement du plan normal. — A chaque position de 
la tangente correspond une position du plan normal; le lieu 
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de ces positions est une surface développable dont la généra- 
trice rectiligne est Tinterseclion de deux plans normaux infi- 
niment voisins. Cette intersection est perjjendiculaireau plan 
osculateur. £n effet, ce plan passe par deux tangentes infini- 
ment voisines, donc il est perpendiculaire aux deux plans 
normaux correspondants, et, par suite, à leur intersection, 
laquelle, d'après le numéro précédent, rencontre le plan oscu* 
lateur au centre de courbure de la courbe. Le lieu des inter- 
sections successives des génératrices est appelé arête de re- 
broussement. Cette courbe jouit de cette propriété, que son 
angle de contingence et son angle de flexion sont égaux, le 
premier, à Tangle de flexion, et le second, à Tangle de contin- 
gence de la courbe proposée. En effet, deux tangentes succes- 
sives de cette dernière courbe font le même angle que les 
plans normaux correspondants, qui sont les plans osculateurs 
de l'arête de .rebroussemeat ; et deux tangentes successives de 
l'arête étant deux génératrices rectilignes de la surface déve- 
loppable, sont, d'après ce qui précède, perpendiculaires aux 
plans osculateurs correspondants de la courbe proposée; donc 
elles forment entre elles le même angle que ces plans. Ce 
théorème est dû à Fourier. 

Extension de la méthode précédente. — Pour obtenir une 
connaissance plus approfondie de la nature de la courbe, il 
faudra : 

i"" Examiner le mouvement de la normale située dans le plan 
osculateur qu'on appelle normale principale, parce qu'elle 
coïncide en direction avec le rayon de courbure; Pour cela, il 
suffira de faire coïncider la droite mobile que l'on a considérée 
d'une manière générale avec la normale principale. Cette nor- 
male engendrera une surface réglée gauche, le plan perpendi- 
culaire à la normale principale, appelé plan rectifiant, engen- 
drera une surface développable, surface rectifiante. 

2*> Examiner le mouvement de la droite perpendiculaire au 
plan osculateur, menée par un point de la courbe : cette droite 
est appelée binormale de la courbe; elle engendrera une sur- 
face réglée gauche, tandis que le plan perpendiculaire à cette 
droite enveloppera une surface développable dont la courbe 
sera l'arête de rebroussement. 
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Il est facile de reconnaître que les formules générales expo- 
sées dans les n" 10, 11, 12 appliquées à ces deux cas parti- 
culiers feront connaître le mouvement de ces deux droites, 
et donneront les éléments des surfaces qui en résultent, ainsi 
que les relations intéressantes qui existent entre ces éléments. 

17. Des composantes de la courbure inclinée. — Soit une 
direction D donnée par les angles a\ P', / qu'elle fait avec les 
trois axes J7, jr, z, proposons-nous de chercher les compo- 
santes, d'après la règle du parallélogramme des forces, de la 

courbure inclinée — > suivant cette direction, et suivant la di- 
rection perpendiculaire, située dans lé plan de D et de ^. Si 
Ton remarque que les trois droites D, ^, et la direction D' 
perpendiculaire à D, située dans le plan des droites^, D, is> 
sues du point A pris sur la courbe,, forment avec un des trois 
axes, Ox par exemple, deux trièdres : le premier, dont les 
arêtes sont Ojr, OD, 4^, donne 

cos(4^,7) = cos(<^,D)cos{D,7)-hsin(<^,D)sin(D,7)cosOD; 

le second, dont les arêtes sont Oj, OD', OD, donne 

cos{D', j)=: sin(D, j) cosOD. 

De là résulte que l'on a 

cos {^,r) - cos(4^, D) cos(3' -\- sin (^, D) cos ( D', j). 

D'après cela. Ton aura pour les composantes de — suivant D 
etD', 



^ , cos(OI>) V ! <^ -i 

(lo) ^J =:2^C0S«'^C0SX, 



cos(4L,D') ^y I ds cot(oD)cosa^ 1 ^cosX, 



— -il 



dans lesquelles le signe \ s'étend aux trois axes. 

18. Des composantes normale et tangentielle de la coui^ 
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bure inclinée, — Soil une surface sur laquelle la courbe est 
située» il est utile de connaître la composante de la courbure 
inclinée, suivant la normale et suivant le plan tangent. Repré- 
sentons l'équation de celte surface rapportée à des coordon- 
nées rectangles par 

F(^, j, z) = c, 

dans laquelle c est une constante; si Ton prend sur la surface 
un point infiniment voisin de celui que Ton considère, Té- 
quation de la surface sera satisfaite par les coordonnées du 
premier point or, j, z, et par les coordonnées du second x -h dx^ 
T "*■ ^Ty ^ + ^2« On aura donc 

(.2) 5!rf^''''""- 

Or, si Ton définit avec Gauss le plan tangent à la surface en 
un point, le plan dont s'éloignent infiniment peu les points 
de la surface infiniment voisins de celui que l'on considère, 
de sorte que la distance d'un de ces points au plan est infi- 
niment petit d'un ordre supérieur au premier, il résulte de 
cette définition que la droite perpendiculaire au plan au point 
que l'on considère est normale à tout déplacement ds infini- 
ment petit effectué sur la surface à partir de ce point; donc, 
n étant la direction de la normale, on aura 

(i3) \ dx c.os(nydx):=^o. 

Cette équation et la précédente devant avoir lieu quelle que 
soit la direction de ds, et, conséquemment, de ses projec- 
tions dxy dy-y dz, il en résulte que les cosinus des angles de 
la normale avec les axes des x, j, z doivent être proportion- 
nels aux dérivées de F par rapport à x, r, z ; donc si l'o.n pose, 
pour abréger, 

rfF\» 



'2d [dr 



l'on a 

(i4) cos{n,dx) = j-v- [3]- 

Ces cosinus ont double signe, parce que à partir du point 

2 
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pris sur la surface, on peut se déplacer normalement à celle 
surface dans deux direclions opposées qui caraciérisenl la nor- 
male extérieure et la normale intérieure. Lorsque les coor- 
données de l'extrémité du déplacement portées dans l'équa- 
tion F (or, j, ij) — c = G, donnent un résultat positif, le dépla- 
cement a lieu suivant la normale extérieure. C'est Tinverse 
lorsque le résultat est négatif. On choisit pour sens positif de 
la normale, celui de la normale extérieure. 

Dans ce numéro comme dans les précédents, le signe \ s'é- 
tend aux valeurs que prend la quantité placée sous ce signe 
pour les différents axes coordonnés. Nous adopterons celte 
notation dans la suite de nos recherches. La dernière équa- 
tion est un type qui renferme les équations qui en résul- 
tent, quand on fait subir aux variables x^ y-y z les permu- 
tations rotatoires, et nous placerons un chiffre à droite entre 
crochets [ ] pour indiquer le nombre des équations résultant 
de ces permutations. 

Si maintenant on remplace dans les deux dernières équations 
du numéro précédent, les cosinus de a', (3', / par les valeurs 
de cosinus des angles (/i, dx), (n, dy)y [n, dz) que nous ve- 
nons de trouver, on aura les composantes normale et tangen- 

tielle de la courbure inclinée — • 

19. Relations générales entre les angles des arêtes ot, on, or 
de la figure sphérique et une direction fixe* — Nous serons 
quelquefois obligé de considérer plusieurs séries de droites se 
déduisant, dans chaque série, d'une droite principale, de la 
même manière que, dans la figure sphérique du n"9, les rayons 
on, or, ol, op,.,. se déduisent du rayon o/; il convient donc d'ex- 
primer généralement les angles que les droites d'une série 
quelconque font avec une direction fixe. En raisonnant comme 
on l'a fait aux n"' 10 et 11, on a 

!tt' cos (r, x)^=d cos (t, x), 
tt' cos (n, x) =z cos (/, z)dcos{ty y) — cos{/, r)dcos(t, z), 
nn' cos (r, x)-=: d cos [n, x). 

Représentons, pour abréger, les angles [t, /'), (r, r'), (n, n') 
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par dz, d«, rfo); Tangle que op fait avec ot par 0, et par con- 
séquent Tangle (/>, p' ) i^d^r dO (4), enfin l'angle (/, /') par d^ : 
il résulte des formules précédentes que l'on peut exprimer 
les cosiïius des angles que la droite ot fait avec une direction 
et les dérivées successives des mêmes cosinus, eo fonction 
des rapports de ds et dod à ds et des angles que les trois arêtes 
on, ot, or du trièdre trirectangle font avec la même direction. 
En effet, Ton a 

COS^tyX)-\- cos'(/i, x)-+- cos^{r,x)=: I. 

Si Ton différentie cette équation et qu'on ait égard aux équa- 
tions précédentes, on trouve 

, ^. rfcos(r, ^) dt . . d(ù . . 

(,6) 3^ ^^_cos(/,^)~-^cos(n,^). 

Cela posé, si Ton différentie la première des équations (i5), 
on trouve, en ayant égard à la précédente, 

d ^rfcos(^^)~l dtVdi , , dM , 1 

( ' ^ds\dsY'''^'''''^- 

Or, en différentiant cette dernière, on introduira les dérivées 
des cosinus des angles {tyX), (n,x)y (r, jc), lesquelles, d'a- 
près les équations précédentes, sont connues en fonction des 

cosinus des mêmes angles et des rapports -j--» --t-« Donc la 

dérivée troisième de cos(/, a:) sera exprimée en fonction des 
mêmes rapports et des mêmes cosinus. 

La même propriété existera pour les dérivées des cosinus des 
angles que on et or font avec trois directions déterminées. 



2. 
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CHAPITRE IL 

DES COORDONNÉES TRACÉES SDR UNE SURFACE. 



20. Coordonnées d'un point, — Soil une surface rapportée 
à trois axes rectangulaires x, j, Zy et dont Téquation est F=o. 
Si Ton joint à cette équation l'équation d'une seconde surface 
f{Xyyy z)=^^y^ k\AVi\, uu parauiètre variable, leur ensemble 
représente une courbe tracée sur la surface F ; si Ton donne 
au paramètre p toutes les valeurs possibles. Ton aura une série 
de courbes situées sur la surface. Nous représentons par (p) 
cette série de courbes. Si Ton se donne une seconde série (pi ) 
de courbes, provenant de l'ensemble des intersections de F 
avec une surface/, (^, y\ z) = p,, quand on donne à pi toutes 
les valeurs possibles, un point quelconque de la surface F sera 
déterminé par l'intersection de deux courbes que Ton obtient 
en donnant aux paramètres p, pi des valeurs convenables. 

Les deux familles de courbes (p), (pO forment un système 
de courbes dites coordonnées. Généralement l'angle que for- 
ment entre elles deux courbes de ces deux familles en se cou- 
pant n'est ni droit, ni constant : il varie avec la position du 
point, c'est-à-dire avec les valeurs de p, pi. 

Problème des coordonnées curvilignes, — Soit un point mo- 
bile, assujetti à parcourir une courbe quelconque située sur 
la surface F; si l'on étudie les diverses positions de ce point 
au moyen d'un système quelconque de coordonnées tracées 
sur la surface, les déplacements de ce point ont des liaisons 
nécessaires avec les déplacements correspondants des coor- 
données de ce point : il en résulte des relations entre les tan- 
gentes, les courbures de la courbe, et les tangentes et cour- 
bures des lignes coordonnées. Ces relations, au point de vue 
géométrique, sont des théorèmes remarquables entre les di- 
vers éléments de la trajectoire décrite et les éléments des 
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courbes coordonnées; au point de vue analytique, elles four- 
nissent un moyen facile de passer d'un système de coordon- 
nées à un autre, et aussi de résoudre la question qu'on se pro- 
pose dans le système le mieux adapté à cette question. 

21 . Tangentes aux lignes coordonnées^ paramètres différen- 
tiels. — Les équations des deux lignes coordonnées sont 

(i) [F==o, f(x,x,z) = p], [F = o, /.(a:, j, z)=rp,]. 

Si, des équations F,/,/,, on tire les expressions de x, y, z en 
fonction de p et de pi, et que, dans ces expressions, on sup- 
pose que, pi restant constant, p prenne toutes les valeurs pos- 
sibles, Ton aura les coordonnées rectangles rectilignes de la 
courbe d'intersection de pi avec F. Soit u Tare de cette courbe; 
les coordonnées (fig,i) du point B infiniment voisin du 

Fig. 3. 




point A s'obtiendront en donnant, dans ces expressions, à p 
l'accroissement rfp; l'élément da sera donc donné par la for- 
mule 

, , l dx^ dy^ dz^\ , 

et les angles que cet élément fait avec les trois axes des x, j, z 
seront 

cos(ar, rf(7)=:-5— î cos(r, d(i) = -—-» cos(z, rfo-)— -f-- 

u<r u(T (t(T 

Pour abréger, nous poserons la somme des carrés des déri- 
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vées de x, j, z par rapport à p égale au carré de H, que nous 
appellerons, suivant l'usage, paramètre différentiel du pre^ 
mier ordre de la courbe c. Nous représenterons quelquefois 
les variations par rapport à p, pi par les syn]l)oles fif«, d^^ ou 
bien par d^^ d^^, à moins que le sens des variations ne soit 
déterminé par le dénominateur. La lettre d indiquera la va- 
riation complète par rapport à p et à p,. 

Si Ton appelle o-i Tare d'intersection des deux surfaces F 
et p, on trouvera pour cette intersection des quantités analo- 
gues aux précédentes. Nous les représenterons par les mêmes 
lettres affectées de l'indice i ; d'après cela on aura 

(2) rfd'^Hc/p, dav^Hirfp,. 

Angle des lignes coordonnées, — Soit cp cet angle, on a in- 
distinctement 

,,, \^ dx dx „„ \^ d^x dtx 

43) cos9=25ï5^' ™' <^«^* =2 "rfT rf^' 

22. De la courbure propre et de la courbure inelinée des 
lignes coordonnées. — Soit un point A de la courbe o-, nous» 

représentons par — - la courbure propre de cette courbe en ce 

point. Si l'on considère la suite des tangentes aux lignes 
coordannées de l'autre série au point où elles coupent la 

courbe gt, nous représentons par — la courbure inclinée de la 

ligne <T suivant la direction de ces tangentes, par 3', 5 les angles 
de contingence propre et de contingence inclinée de la même 
courbe. 

Nous avertissons, une fois pour toutes, que si une lettre 
représente un élément appartenant à la courbe a, la même 
lettre affectée de l'indice i représente le même élément ap- 
partenant à la courbe a,. Lorsqu'une relation existera pour 
une ligne coordonnée, il existera une équation semblable pour 
l'autre ligne coordonnée; cette équation se déduira de la pre- 
mière par la permutation des paramètres p, p,. Nous n'écrirons 
qu'une seule équation; mais nous écrirons à droite de celte 
équation, considérée commue type, un chiffre entre paren- 
thèses ( ) indiquant le nombre d'équations contenues da/ïs Le 



CUAPITBE II. — DES COORDONNÉES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 23 

lype. Si Ton rapproche celle noialion de celle qui a élé 
annoncée au n"" 18, relalive au nombre d'équaiions contenues 
dans un type, lesquelles proviennent de la permutation des 
variables x, j, z, on aura le sens des signes ( ), [ ] placés à 
droite d'une équation. 

Cela posé, on a, d après ce qui a élé établi au n** 10, 

(4) 







(2), 



lesquelles font connaître la grandeur et la direction des rayons 
de courbure propre ou inclinée des lignes coordonnées. 

23. Des composantes obliques de la courbure d'une ligne 
coordonnée, — Considérons les deux séries de surfaces 
/(x, j, 2) = p, fi{Xy r, z) == Pi coupant la surface F suivant le 
réseau des' lignes coordonnées. Soient AB, BC deux éléments 
successifs d'une courbe coordonnée o-, ; par le premier élé- 
ment faisons passer deux plans tangents T, T" aux surfaces/, F, 
et par le second élén>ent deux plans tangents S, S'' aux mêmes 
surfaces. Ces quatre plans tangents (^g^. 3 ) forment un angle 

Fig. 3. 




solide quadrangulaire dont le sommet est en B, dont les arêtes 
opposées sont, d'une part, le prolongement de AB et l'élé- 
ment BC, et, d'une autre part, BD, interseclion des plans ï, S", 
et BD intersection des plans T, S. L'angle CBE est l'angle de 
contingence ?Ti. Si l'on appelle /', ix les angles que l'élément AB 
prolongé fait avec les intersections BD, BDj, on aura la propo- 
silion suivante : 

Théorème. — Les angles /[', /, se composent avec l'angle de 
contingence ^x de la courbe rfo-, d'après la règle du parallélo- 
gramme des forces. 
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En effet, si Ton considère le irièdre dont les arêtes sont 
BE, BC, BD, on a, en négligeant les infiniment petits du troi- 
sième ordre, et en représentant par /t, n,, n, les normales 
aux surfaces/,/,, F, les relations suivantes : 



cos(w, ^, ) cos(/ij,^i) sin9 
?Tî — ï'î '-f- i] -f- ^/i il cos<p. 

Il est facile de voir que Tangle ii est l'angle de contingence 
de la courbe que le plan tangent à la surface p intercepte sur 
la surface F, et que i' est Tangle de contingence de la courbe 
que le plan tangent à la surface F intercepte sur p. 

Corollaire. — Si les surfaces p, F se coupent orthogonale- 
ment, Tangle i, est l'angle de contingence de la section nor- 
male à la surface F faite suivant l'élément rfo-, , ou bien encore 
l'angle de contingence de la projection de la courbe <Ti sur le 
plan tangent à la surface p, c'est-à-dire l'angle que M. Liouville 
appelle angle de contingence géodésique de la courbe a, par 
rapport à la surface p. Pour éviter une confusion qui ne man- 
querait pas de se produire dans nos recherches, nous l'appel- 
lerons angle de contingence tangentielle de la courbe Ci par 
rapport à la surface p. L'angle i\ donne naissance à des obser- 
vations analogues par rapport aux surfaces p et F. On déduit 
de là : 

1" Si une courbe est située sur une surface, la projection 
de l'angle de contingence de celte courbe sur le plan normal 
à la surface mené par l'élément de la courbe est l'angle de . 
contingence de la section normale faite sur la surface suivant 
cet élément : c'est la composante normale de l'angle de con- 
tingence de la courbe en question, ou simplement l'angle de 
contingence normale. 

i"" Si une courbe est située sur une surface, la projection 
de l'angle de contingence de cette courbe sur le plan tangent 
à la surface mené par l'élément de la courbe est l'angle de 
contingence de la projection de la courbe sur le plan tangent : 
c'est la composante tangentielle de l'angle de contingence de 
la courbe proposée par rapport à la surface. 

3® Si le plan osculaieur de la courbe est normal à la surface, 
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la composante tangentielle de Tangle de contingence est nulle. 
La courbe jouissant de cette propriété qu'en un point quel- 
conque son plan osculateur est normal à la surface sur laquelle 
cette courbe est située est dite ligne géodésique de la surface; 
elle est donc caractérisée par cette condition qu'en tous ses 
points la composante tangentielle de son angle de contingence^ 
est nulle. 

4° Si Ton divise les équations précédentes, les premières 
par d<Ti et la seconde par rfo-f, on voit que les théorèmes que 
nous venons de démontrer existent pour les courbures. 

Remarque. — Les composantes, normale ou tangentielle, 
de la courbure d'une ligne située sur une surface n*ont pas 
seulement un sens analytique, mais elles ont une réalité géo- 
métrique, ce qui permet de saisir la signification des relations 
relatives à ces composantes. 

24. Des composantes obliques de la courbure inclinée d'une 
ligne' coordonnée, .— Par l'une des extrémités de l'arc rfc, 
menons une tangente à l'arc rfo- et une parallèle à l'arc élé- 
mentaire de la série (o*) qui passe par l'autre extrémité. Ces 
deux droites AM, AN {Jig, 3') déterminent l'angle de contin- 




gence inclinée ^x de l'arc rfo-, suivant f/c. Or, si par la pre- 
mière on mène deux plans P", P' tangents aux surfaces F et p, , 
et que par la seconde on mène deux plans Q"et Q' tangents 
aux mêmes surfaces, ces quatre plans forment un angle solide 
quadrangulaire dont le sommet est en A et dont les arêtes 
opposées sont, d'une part, AM, AN, et, d'une autre part, 
AL intersection du plan P" et du plan Q', et AL, intersection 



des plans Q^ et F. Si l'on appelle j' l'angle que Télément 
fait avec AL», el j\ l'angle que l'élément AM fait avec ALi, o» 
a, comme précédemment, 

j' _ / _ ^ 



cos [n,y ^, r cos n^r Kj) *'"9 

TitOBtiES. — Les aMglesj%j\ se compasemt avec l'angie d^ 
de contingence oblique de la courbe 9% d'après la règle du pa-- 
railélogramme des forces. 

Si les deux surfaces F et p» sont orthogonales, l'angle j' de- 
vient la projection orthogonale de t angle dt sur le plan tan- 
gent à la surface F, cest-à-dire la composante tangentielle 
de r angle de contingence inclinée de la courbe d^i par rap- 
port à la surface F, et l'angle j\ devient la projection ortho- 
gonale de l'angle 5, sur le plan normal à la surface F, c'est-à- 
dire la composante normale de l'angle de contingence inclinée 
de la courbe do,. 

Ces théorèmes existent évidemment quand on passe des 
angles de contingence inclinée aux courbures correspon- 
dantes. Ils donnent la signiGcation géométrique des courbures 
inclinées, de leurs composantes orthogonales, de leurs com- 
posantes obliques suivant les plans tangents aux surfaces qui 
déterminent par leurs intersections la direction de l'élément 
par rapport auquel est prise la courbure inclinée de la ligne 
coordonnée. 

25. Composantes des courbures suivant les lignes coordon- 
»ee«. — >ous représenterons par -— » -; y» j les composantes 

tangentielle et normale des courbures -r-» — » propreou inclinée, 

de la courbe da; les composantes de la courbure -— i^g'^) 
suivant dtr et d(7t, d'après la règle du parallélogramme des 

forces, sont : ^ j ir— ^ — ; les composantes de la courbure 

K Rsmç '^ 

inclinée — suivant les mêmes directions sont: -^ -.- -. 

^, L, L.sincp 



CHAPITHB II. DES COORDONNÉES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 27 

Nous représenterons par I, i les projections de Tangle de 
contingence ? sur le plan tangent et sur le plan normal à 

Fig. 4. 




la surface F; par J,, y, les projections de Tangle de contin- 
gence Inclinée 5t sur le plan tangent et sur le plan nor- 
mal. D'après cela, — Icotcp, :nTrr'* ~"^« ^^^?» ' 



.__-,, . seront 
sintp • ^ sincp 

les angles de contingence correspondant aux composantes des 
courbures —9 — suivant rfo-, rfcTi. 

26. Fariation de l'angle des lignes coordonnées, — On a 

V' dx dx 

^ Zd dfi dtix ' 

si Ion prend la variation par rapport à p, on aura 



— sin<p 



</cp V' V d fdx\dx d I dx\dxl du 



dp 



lU 



G \d(7/ d(Ty d(s \dfjy) rfo-J dp 



(: 



Or, si l'on a égard aux relations du n* 21, on pourra écrire 

_ . c^9 _V^ y dx cos(.^, j:) dx cos(41>^) "] dts 
^ smy — — ^ \ji^^ '^ dfi 4^ \dp' 

Si Ton remarque que la somme des termes qui renferment la 
courbure — comme facteur exprime la composante de la 
courbure suivant l'arc ûfci, et que la somme des termes qui 
renferment la courbure -7 comme facteur exprime la compo- 
sanie de cette courbure suivant l'arc rfo-, on a 



(5) 



- d^ çp ^ 



dd 



L 



I-f-J (2). 
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On déduit des deux équations renfermées dans le type précé- 
dent la relation suivante : 

(6) — rforfi9 = rfiI -+-rfi J = rfoIi-i-rfoJi. 

Ces deux dernières équations donnent naissance aux deux 
théorèmes suivants : 

I. La variation de V angle des lignes coordonnées par rap- 
port au paramètre d'une courbe est la somme des projec- 
tions tangentielles de l'angle de contingence propre et de 
l'angle de contingence inclinée de l'autre courbe coordonnée. 

II. La somme des variations des deux projections tangen- 
tielles des deux angles de contingence propre et de contin- 
gence inclinée d'une co%rbe par rapport à son paramètre est 
égale à la variation seconde de l'angle des lignes coordonnées 
par rapport aux deux paramètres de ces courbes. 

La formule (5) peut s'écrire sous la forme 

L K ^ c/(7 ^ ^* 

Elle est remarquable en ce qu'elle donne la composante tan- 
gentielle de la courbure inclinée d'une ligne dcr suivant Tautre 
ligne d<Ti égaie à la somme de la composante tangentielle de 
la Courbure propre de la ligne da et du rapport différenjiiel 
de l'angle des lignes coordonnées à Tare de la courbe : or le 
premier élément est indépendant de tout système coordonné, 
et le second ne dépend que de la variation de Tangle. Nous 
verrons que la composante normale de cette courbure inclinée 
n'a pas une composition moins remarquable. 

27. Démonstration géométrique des formules précédentes. 
— Si aux extrémités de Tare de, Ton mène des tangentes aux 



{*) Cette formule a été donnée par nous dans notre premier Mémoire sur les 
coordonnées curvilignes, présenté à TAcadémie des Sciences de Paris, avril iSSg 
{Comptes rendus y t. XLVIII), et publié dans le Journal de CreUe, même année, 
t. LYIII, p. 365. Elle a été aussi donnée dans notre second Mémoire sur les 
coordonnées curvilig^nes quelconques, présenté à la même Académie en 1862 
{Comptes rendus, t. L) et publié dans le Journal de M. Tortolini, t. VI, p. 76, 
formule (i/j)* 
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courbes coordonnées, et qu'on projette la figure sur le plan 
langent à la surface F en l'une des extrémités de cet axe, les 
projections des quatre tangentes formeront un quadrilatère; 
Tangle des projections des tangentes à la courbe dv est la 
projection tangentielle I de Tangle de contingence de la 
courbe do-, et Tangle des deux autres tangentes est Tangle J, 
projection tangentielle de l'angle de contingence inclinée 
de la courbe rf (7. Cela posé, les angles de ce quadrilatère sont : 
(tt— <p), TT 4- I, 9 -h rf« tp, J. La somme des angles de ce qua- 
drilatère égalant quatre angles droits. Ton a 

— rfp 9 z= I -+- J ( 2 ). 

D'une autre part, appelons r la distance comptée sur la tan- 
gente à l'élément dci entre le point de contact et le point où 
elle est coupée par la projection de la tangente à la courbe 
infiniment voisine de la même série. Si, de ce point comme 
centre, avec un rayon égal à t, on décrit entre deux droites 
un arc de cercle, cet arc de cercle sera dasin^^; on aura 

donc 

TJ=zrf(7iSin<p; 

par suite, la formule précédente devient 

En comparant cette formule à celle du numéro précédent, 
on conclut que t = L, ce qui donne le moyen de construire 
la composante tangentielle de la courbure inclinée. 

28. Relations entre les composantes des courbures des lignes 
coordonnées. — Représentons par X, X,, X^ les cosinus des 
angles que les éléments rfo-, rfo-, des courbes coordonnées et 
la direction de la normale à la surface F font avec Taxe des x^ 
l'on a 

rfo^^^^Xrfo", dtx = \id<jt; 

or, si Ton différentie la première expression par rapport à p,, 
l'on obtiendra 

dtd^x =z\di d(T -\- dfrdi X. 
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Si l'on remarqua que 

rf, X = -7— { -7- a 0-, = ^^s -7— dpi, 

et qu'on remplace la composante de la courbure -7- suivant 

•C» 

Taxe des x par la somme des projections sur cet axe des com- 
posantes de cette courbure suivant rfcr, é/o-,, et la normale à 
la surface F, n"* 25, Ton aura 

d^ditX= [did(7-~d(Td(Ti -. — r-^ a -\-i — ; — X, -i -, — X^; 

\ L, smcpy L,sm<p /, 

on trouvera de même 

dodiX=: [df^dtTx — ddd'Jxi — -, IX, -h-z — : X H i — X,. 

\ Lsm<p/ Lsin^ / 

Ces deux expressions devant être identiques quels que soient 
X, X,, X2, l'on trouve, par Tidentification des deux derniers 
termes, 

Théorème. — Les composantes normales de deux courbures 
inclinées, conjuguées de deux lignes coordonnées quelconques 
sur une surface, sont égales entre elles. 

L'identification des deux premiers termes donne deux équa- 
tions renfermées dans le type suivant : 

(8) rf.rf<„=(^_._H— ij-j-_ (.)r). 

Ces deux équations donnent les variations des arcs coor- 
donnés suivant les paramètres réciproques en fonction des 
composantes langentielles des courbures inclinées. On peut 
les écrire sous le type suivant : 

(8') sin(prfprf<T, = J, do-4- J cos<prf(T, (2). 



(*) Les deux formules (7) et (8) et les théorèmes qui en résultent ont été 
donnés par nous dans notre Théorie des Coordonnées curvilignes quelconques ^ 
p. i5, formule (20), et p. 22, formule (32). 
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L'élimination de 9 entre ces deux équations conduit à Téqua- 
lion 

que l'on peut écrire sous la forme suivante : 



[ii'OMéh^)] 






29. Variations des arcs' coordonnés, — Les formules pré- 
cédentes donnent les variations des arcs coordonnés; occu- 
pons-nous de la discussion de ces formules et de leurs consé- 
quences. 

Si Tangle 9 est constant, les formules du n°27 prouvent que 
dans ce cas R et L sont égaux et de signes contraires; donc la 
formule du numéro précédent devient 

' \R, H / sin<p 

Si l'angle 9 est droit, Ton obtient Téquation de Gauss : 

(8-) d.d<T^-^^^ = (2). 

Si la ligne coordonnée dai est géodésique, :^ est nulle, et la 
formule précédente se réduit au seul terme 

rf, dàt =• o, 

ce qui signifia que la variation de Tare dai étant nulle par rap- 
port à p, rélément c/o-t sera le même pour toutes les valeurs 
de p. De là on déduit ce théorème de Gauss : 

Les trajectoires orthogonales d'un système de lignes géode- 
siques interceptent sur ces lignes des longueurs constantes. 

La réciproque de cette proposition est également vraie; cal* 
si les lignes d'un système, orthogonal d'un autre système, in- 
terceptent sur les courbes du second des longueurs con- 
stantes, les variations des arcs coordonnés de ce système 
sont nulles, et la seconde formule du présent numéro prouve 
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I 



que dans ce cas 5-9 courbure tangentielle des courbes du se- 

cond système, est nulle; donc elles sont géodésiques. 

Corollaire. — Si un fil appliqué sur la surface F se déroule 
en restant tangent à une courbe située sur la surface, un point 
du fil décrit une trajectoire orthogonale des positions succes- 
sives du ni, qui sont des lignes géodésiques de la surface. 

30. Expression des courbures tàngentielles en fonction des 
variations des arcs coordonnés, — Les deux formules conte- 
nues dans le type (8) du n*» 28 forment un système dans lequel 

les deux composantes -pî y- des courbures inclinées sont les 

inconnues; la résolution de ces équations donne les valeurs 
de ces deux composantes : 

(9) rfci-y- sin(p = rf, rfo- — cos9d#do-| (2). 

Si dans ces formules, Ton remplace t-j — par leurs valeurs 

MU JLi| 

en fonction des courbures -rr» rr- données par les formules (5), 

K Hi 

Ton obtient 

(10) — dffx -5- sincp — J, d(7 — rfo(cos(pf/(7, ) (2). 

Si Fangle 9 restant quelconque, o- est une ligne géodésique, 
la formule qui donne -^ du type précédent devient 

</, t/<T — r rfo (coscprfo-,). 

Donc, si la série (pi ) est géodésique, les variations par rap- 
port aux paramètres réciproques, de l'élément d'arc d'une 
ligne de la série et de la projection de l'élément d'arc de la 
ligne de l'autre série sur l'arc géodésique, sont égales. 

Ainsi {Jig*^), dans le cas d'un fil qui se déroule sur une 
surface en restant tangent à une courbe située sur la surface, 
si akk'y 6BB' sont deux positions successives du fil, quel que 
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soit le système des trajectoires AB, A'B' des positions du 
fil, et que CB et C'B' soient les projections des arcs AB, A'B' 




sur la direction du fil, Ton aura la relation 

CB'— CB = BB'~AA'. 

31. Expression des composantes tangentielles des courbures 
propres ou inclinées en fonction des paramètres différentiels. 
— Ûon pose 

(il) do- = Hrfp, rf(7i = H,rfp„ rfo-do-fCoscp^: G' rfprfp,, 

dans lesquelles H, H, paramètres différentiels des arcs, et G 
paramètre différentiel de l'inclinaison relative des lignes coor- 
données, sont des fonctions de p, pt, on déduit les relations 

G^ . , H»HJ-G* 
coscp^gg-, sin'<p--îirâr-> 



dd d<Tt sincp = v^H^H; — G* dp dp,, 

d'après lesquelles les deux premiers types du numéro précé- 
dent deviennent 



. ,, v/H^HÎ-^G* rfH d /GA , , 

on pourra donc, au moyen de ces formules, obtenir les com- 
posantes tangentielles des courbures propres ou inclinées des 

3 
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deux courbes, lorsque les trois paramètres H, H. G seront 
connus en fonction de p et de pi. 

32. Variation des projections tangentielles des angles de 
contingence propre ou inclinée. — Si Ton compose en une 

seule les courbures -p* y~ ^1"^ sont connues en grandeur et en 

direction, d'après la règle du parallélogramme des forces, et 

qu'on appelle ■=■> y les composantes de la résultante suivant 

L et L„ les formules du n" 28 prendront la forme binôme 



Cela posé, Ton a 



- da , d<Ti 



si Ton différentie la première par rapport à p„ et la seconde 
par rapport à p, en ayant égard à la formule précédente. Ton a 

De même, l'on a 

. dd . rfo", 

et l'on obtient semblablement 

(,3) rf,J = rf.d..[^(^)-.j^] („. 

m 

Si le système des coordonnées est orthogonal, X, X, ne dif- 
fèrent pas de L, L, ; les formules précédentes deviennent 



rf,I = rf<7rf^.[A(j.)_2.] 



On déduit sans difficulté les deux expressions suivantes, qui 
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nous seront utiles : 



[.ï] 



[.3] 



= rfarf^.[sin^^(i:)+-|-(l-î:^)](.), 
= rfarf<x.[sin9^(l)-el(l-^)]w, 



ou, plus généralement, <^{<f) étant une fonction quelconque 
de l'angle (f. 



[ry]d.[m<f)\ = d.d.,\-^[^] 



-+- 



RXsin9 
LXsinç 



(2). 



(2). 



33. Condition pour qu'un double système de lignes découpe 
la surface en losanges infiniment petits à angles variables. 
Soil tracé (fig.6}\e réseau des deux systèmes de lignes, l'on 

Fiç. 6. 




a d'après les formules (8"), en remarquant que AA' égale BA, 
et en représentant par fx le sinus de l'angle 9, 



A'B'- AB 



AV_ 

fxkx 



B'B"-B'A' = B'A''(j5^-.rf,jL) 



3. 
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Si Ton ajoute ces deux égalités membre à membre, et qu'on 
élimine du second membre de Téquation résultante B'A' au 
moyen de la première égalité, Ton obtient, en négligeant les 
infiniment petits du second ordre. 



on trouvera de même 



^^'^^.^^«X~x-^^^;i[)^^^«-^^''(^)^ 



B'B''-AA'=:Ab'4.4-AA'Y-V-^^p. 4-W2AA'.ab'--^. 

En identifiant ces deux résultats, on obtient la condition sui- 
vante, qui est d'une grande simplicité malgré la généralité du 
problème : 



Xsin9 ^' X, sincp 

Ainsi la condition pour qu'un double système de lignes 
découpe la surface en losanges infiniment petits à angles va- 
riables est que les différentielles des deux composantes — r-9 

-^9 par rapport aux paramètres réciproques, soient égales. 
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CHAPITRE III. 

RELATIONS ENTRE LES VARUTIONS DES COURBURES 
DES LIGNES COORDONNÉES. 



34. Des variations des cosinus des angles que les arcs coor^ 
donnés font avec une direction fixe. — Soil ox la direction 
fixe dont il s'agit. Les variations des cosinus des angles que 
les arcs coordonnés font avec cette direction peuvent être 
prises par rapport à l'un des deux paramètres p ou p.. 11 résulte 
de ce qui a été établi au n*' 28 que la variation d'un cosinus X 
par rapport au paramètre pi, c'est-à-dire lorsqu'on passe d'une 
courbe à la courbe infiniment voisine de la même série» est 
donnée par le type 

(1) d.X = rf(7. (-^X4.— A— X.-f- j-X,") (2) [3]. 

\ L, L, smcp /, / * ' «. j 

Si l'on remarque que l'on a — = -r^ — -? formule (5), n* 10, 

et que Ton remplace dans le second membre la composante 

de la courbure propre — suivant l'axe des x par la somme des 

projections sur le même axe des composantes de celte cour- 
bure suivant les trois directions do-, c/gti et la normale à la 
surface F, on obtiendra la variation d'un cosinus X par rap- 
port au paramètre p, c'est-à-dire lorsqu'on passe d'un point 
d'une ligne coordonnée rfo- au point infiniment voisin de la 
même ligne, 

(2) rf.X=rrfcr(-£^X + -s-4— X.-f--X,) (0.) [3]. 

35. Des variations des cosinus des angles que la normale à 
la surface fait avec l'axe des x. — D'après le théorème du n" 6,^ 
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qui donne la direction d'une perpendiculaire à deux droites 
données, on a 

X,sin9=:YZ.~ZY.; 

or, si Ton différentie par rapport à p, on obtient 



rf©^ . d\, Z.rfY — Y.dZ YrfZ.-ZrfY. 

coscp -r^ XjH- sin© —^ — = -j 1 -^ » 

^ dp ^ dp dp dp 

si Ton remplace dans le second membre les variations de 
Y, Z, Y,, Z, par leurs valeurs tirées des formules du numéro 
précédent, et si, de plus, on a égard aux relations du n** 26, 
on obtient 

rfX» cos(R,,^) cos(R, ^) , , r,T 

smcp— — = (2) [3J. 

^ d(T r i » ' L j 

Considérons les deux irièdres formés, le premier par les trois 
directions ox, oR, rfo-i, et le second par les trois directions 
ox, dd, d(Ti , on obtient les deux équations» dans lesquelles V, 
représente le dièdre suivant do"i, 

cos(R, j:) = cos(a:, fif(7i)sin(p -f- sin(^, delcos© cosY», 
cos(j:, da) = cos(j:, rfci) coscp — sin(^, rfo",) sincp cosV,. 

L'élimination de V, entre ces deux équations donne le type 
suivant : 

sinç cos(R, J7)= X|.— XCOS9 (2), 

lequel fait connaîlre les valeurs de cos(R, ^), cos(Ri, j;). En 
ayant égard à ces deux valeurs, on obtient définitivement 

._. . , dX, [i cos9\y /i coscpX rrn 

laquelle donne les variations des cosinus des angles que la 
normale à la surface fait avec les trois axes des x^ j, 2, ces 
variations étant prises par rapport à Tun des deux paramètres 
coordonnés p, pi . 

36. Des doubles, variations dUin cosinus X de l'une des 
deux lignes coordonnées. — La double variation de X par rap- 
port à p et p, peut s'obtenir de doux manières : ou bien on 
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prenant la variation par rapport à p de d^^ X, ou bien la varia- 
lion par rapport à p, de d^ X, Or les expressions de ces deux 
différentielles ont été calculées dans le numéro précédent. Si 
nous faisons le calcul de la première manière, nous intro- 
duisons dans le second membre de la variation de l'équation 
donnée par le type (i) les variations simples par rapport à p de 
X, X,, X), et si nous éliminons ces variations au moyen des 
équations (2), nous obtenons la variation seconde exprimée 
linéairement par rapport à X, Xi, X3. 
Pour abréger, nous poserons 

I ' /' cos'<p\ I /i cosçX 



I coscp 

M;-"~"îr 



I I \ I / I cos<p \ 



I sin(p /i cos9\ 



nous obtiendrons ainsi pour la variation cherchée Texpression 

daddi /X X, Xj 



) 



,,,1 * * sin-'cp VM ' M, ' M, 

/da \ da dfr, 

— XflfJ-=r-^CÔt©) -h Xi rf«-r 7^ hXarfo-T-^' 

\ L, ^1 L, sm9 /, 

Si nous faisons le calcul de la seconde manière,, en prenant 

la variation par rapport à pi de Téquation (2), et que nous 

posions 

I I / I cos'cpX I / 1 cosy \ 

¥ - K \r: ^ "TT/ " r \7: ■" "TT/' 

I coscp / I I \ I /i coscpX 



_i_^ siny II cos9\ 



nous obtiendrons 



J J^ dddtJx /X X, X,\ / , r^n 

^ . sin*<p VN N, N,/ ' ' ^ -^ 

I - Xrf, (^ C0t9^ -I- X. rf. rr^ -f X, rf, 



da 
r 
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Telles sont les deux formes des doubles variations d'un co- 
sinus X des courbes coordonnées par rapport à p et à pi . 

37. Relations entre les variatians des composantes des cour- 
bures propres ou inclinées dès lignes coordonnées, — Si Ton 
remarque que les deux variations secondes trouvées dans le 
numéro précédent doivent êlre identiques quels que soient 
X, Xt, X,, on obtiendra par ridentification de ces deux for- 
mules trois relations entre les variations des projections des 
angles de contingence propre et inclinée des lignes coordon- 
nées. Ces relations sont 



rf, (IcOtCp) — rfo(JiCOt(p) 

d(T dffi r/ I 1 

~" Tin^~ L\5Ri " EL, 

rfi-: do 



{TF.-i)'^'''} 



(6) 



sincp 



sincp 



dtrddi r/ I I \ / I I \1 

d, i — d,j\ 



Les deux premières équations sont telles, que les seconds 
membres sont symétriques par rapport aux deux lignes coor- 
données et à leurs courbures normale et tangentielle; donc 
les premiers membres ne changeront pas quand on permutera 
ces deux courbes. Mais il n'en est pas de même de la der- 
nière, qui forme un type contenant deux équations. On ob- 
tiendrait les mêmes équations en prenant les doubles varia- 
tions des cosinus Xj. 

Les deux premières équations ne sont pas réellement dis- 
tinctes Tune de Tautre. En effet, si Ton élimine entre elles le 

binôme jry on tombe sur une expression qui devient 

rri ll\ 

identiquement nulle par suite des formules (5) du n** 26. 

Les formules (6) sont évidemment contenues dans les for- 
mules (3i) de notre Théorie des Coordonnées curvilignes quel- 
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conques (p. 20). Les seconds membres de ces dernières sont 
linéaires par rapport aux cosinus des trois angles des lignes 
coordonnées; et il suffît de supposer nuls deux de ces cosinus 
pour passer du cas général au cas particulier qui nous occupe, 
et conséquemment pour trouver les formules (6) de notre texte. 

Sens et portée des deux premières formules du groupe 
précédent. — Avant d'étudier le sens et la portée de ces 
formules, examinons un instant les propriétés des binômes 

77- > îTiT* — i-F-* Ils se composent de la même manière, 

rr^ //, RRi LL, '^ 

le premier par rapport aux courbures normales propres ou in- 
clinées, le second par rapport aux courbures langentielles de 

même nom ; nous représenterons par ^rj^^ ¥77 »®s rapports du 

premier et du second au carré du sinus de l'angle des lignes 
coordonnées, de telle sorte que 

sin'9 I I sin'o i i 

~m'~'m'^Tï,' "kt — rr; ~ et;' 

9 

Les formules que nous venons de démontrer prouvent que 

le premier élément -^^ ne dépend que des variations des pro- 

jections tangentielles des angles de contingence propre ou 
inclinée des lignes coordonnées, et par conséquent ne dépend, 
n** 30, que des paramètres différentiels H, Hi, G, bien que cha- 
cune des courbures normales qui entrent dans le second mem- 
bre ne puisse être exprimée exclusivement en fonction de ces 
paramètres. Cet élément se rapporte à la surface et à sa cour- 
bure, comme nous rétablirons plus loin. Le second élément 
ne dépend aussi que des paramètres différentiels H, H,, G, 
puisqu^il se compose exclusivement de courbures tangentielles 
des lignes coordonnées. Il caractérise proprement le système 
des lignes coordonnées projeté sur le plan tangent. Nous ap- 
pellerons le premier Vêlement composé des courbures nor- 
malesy et le second Vêlement composé des courbures tangen- 
tielles. Ces observations une fois faites, remarquons que les 
deux premières équations du groupe (6) peuvent s'écrire sous 



1 



42 LIVRE I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES, ETC. 

la forme suivante, don étant Télément superficiel, 

rf.(J,cot(py— rf,(Icoi9) 



[-^-{coi©) I 
cot© . c/q? ' '1 



(6') r, / J. 



•)-''• (4-) 



sincp 

/ J . . \ 

, I sin-'9 f/9 

La comparaison de ces deux formules montre qu'elles sont, 
Tune et l'autre, deux cas particuliers d'une formule unique 
tout à fait générale, telle qu'une fonction <J^ de <p qu'elle ren- 
ferme devient, dans le premier cas, cotcp, et, dans le second, 
sin~'<p. C'est d'ailleurs ce que l'on voit directement en tirant 

des équations (6) les valeurs de -rr^ et de -j^t» ^^ ^^ multipliant 

la première par sin9^|^"(9.) et la seconde par — 4''(9)> et en 
ajoutant, les deux fonctions 4^''(9), Y{<^) étant les dérivées 
seconde et première d'une fonction tout à fait arbitraire de 
l'angle 9 représentée par 4'(9); on obtient ainsi 

[7] rfa,[-^+sin9i^]=rf.[J.r(?)]-rf.[I4''(?)l (^)- 



Pour abréger, nous représenterons le premier membre de 
cette équation par ,, , , ■ Si l'on a égard aux équations (5) du 
n^ 26, la formule précédente prend l'une des deux formes 

''^ z=-rf„[l,q>'(9)]-d.[I^}^'(9)]-rf.rf.q>(9), 



^^ = ^.[J.q>'(9)]4-rf,[jq>'(9)]-f-rf.rf.q.(9). 

Ces deux formules forment un système de deux équations 
dont la résolution donne séparément les deux éléments ^, 
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ei (/orfi+(9); les valeurs de ces élémenls sont donc 

Or, d'après les deux équations contenues dans le type (5) du 
n^ 26, l'on a 

et conséquemment par la différentiatîon 

on aura donc aussi les valeurs suivantes des deux éléments 
dont il s'agit : 



[9] =rfa[J.+'(cp)]-rf.[I4^'{?)], 

( ~rf.rf, + (9) = rf,[(J-^I)i];'((p)] = rf.[J.-4-I.)4''(9)]. 

Ces différentes formules, qui sont des transformations de la 
formule (7), ont une haute généralité à cause de la fonction 
arbitraire 4'(9) qu'elles contiennent. 

38 Diverses formes de la fonction 4». -— 1° Éludions la forme 
la plus simple de la fonction ^{^)y et supposons qu'elle est 
proportionnelle à l'angle (p. Si l'on pose i|;(<p):z=: 9 dans les for- 
mules précédentes, on trouve, à la place de l'équation [7], la 
formule (7) suivante 

(7) — -j^=:ûfoJ. — rfil (2). 

Les formules [8] produisent les deux suivantes : 

(O) l l^n 

( 2rforf.9= ■— ^/o(Ji -^ II) — rfi(J -f- I). 

Les formules (7) donnent naissance à la proposition suivante^ 
de forme nouvelle : 
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Théorème. — Si l'on prend les variations des projections 
tangentielles des deux angles, l'un de contingence inclinée, 
l'autre de contingence propre de deux lignes coordonnées 
suivant les paramètres correspondants, le rapport de la diffé- 
rence de ces variations à Vêlement superficiel reste invariable 
pour un point de la surfax;e, quel que soit le système des 
coordonnées, et égale Vêlement composé des courbures nor- 
I 



maies ^ 

A. 



n 



Les formules [lo] produisent les deux suivantes : 

qui sont relatives. Tune à la somme des variations des projec- 
tions tangentielles des angles de contingence et représente un 
théorème bien connu sur Texpression de la courbure de la 
surface, l'autre à la somme des variations des projections tan- 
gentielles des angles de contingence inclinée et donne un 
théorème nouveau sur Texpression de la courbure de la sur- 
face en fonction des projections tangentielles des angles de 
contingence inclinée. 

Ces formules, ainsi que celles du numéro précédent, se ré- 
duisent à des formes plus simples, suivant la nature des lignes, 
coordonnées. 

Si le système est formé de deux lignes se coupant sous, 
angle constant, les formules (lo) deviennent 

(7') f-^=rf,I-4-rfoI., —-^=d,J'hd,J^y 

Or, d'après l.es formules (5) du n*» 26, ces deux équations se 
confondent en une seule. 
Si Tune des coordonnées ds est géodésique. Tune des équa- 



(*) ^oxe:^ le § VI de notre Mémoire sur les coordonnées curvilignes {Journal 
de Crelle, t. LVIII). 
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lions (7) devient 

K„^ ~' é/w ' 
et la première des équations (lo) donne 

Si enfin les deux lignes du système sont géodésiques, on 
obtient 

2"* Une autre forme de la fonction ^ qui peut être remarquée, 

est vp ( <p ) = cos cp. Dans ce cas, ^ , . devient 

I I cos 9' 

Or, si Ton observe que Ton a 

I sin(/ï,^) I cos(n, ^) 

et des relations semblables pour y) j> -^î •— > —5 7? Fexpres- 

sion précédente se transforme au moyen des deux trièdres 
formés, le premier par la direction de la normale n et les di- 
rections de S^, ^1 ; le second par la direction de la même nor- 
male et les directions de 4;;^, 4^,. Or, ^, <R„ n se trouvant dans 
un plan normal, et 4^1, <^, n, dans un autre plan normal, cette 
expression devient 

I r cos(^,>a.) _ cos(41,^.) 1 
sincpL ^^« -CC» j' 

de sorte que les équations [7] et [10] deviennent 

rf, ( I sin 9 ) — rfo ( Jt sin 9 ) 

. , rcos(^,^.) cos (41, -to i 
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rf,(Isin<p) -h (/(I.siiKp) 

, , rcos(^,a,) cos(4!,<.,n . . 
= d(Td(T. Y ^ — :^7^J "*■ ^•^»^^^?- 

3*" La forme de la fonction ^ donnée par 4'((p] = logsin<p 
nous est signalée par la première des équations (6']; elle 

donne pour valeur de ^ . . . l'expression suivante : 



/coscp I \ 



— dddd 



Or, si pour abréger on représente par u et (^ les deux faces 
opposées à la normale n de deux trièdres aussi faciles à déter- 
miner que les deux précédents, cette expression deviendra 

dfrddi /cosv cosM 

D'après cela, la formule [lo] donnera 

rf, (Icot9) -h do{liCOXf) 

dadcTx fcosv cosm\ , • ., 

4" La forme 4^ == logtang - 9 nous est aussi signalée par la 
seconde des équations (6'). Dans le cas présent, l'élément 



5 



et il y a encore deux trièdres qui se présentent dans la ques- 
tion, et qui ont pour arête commune la normale; ils sont tels 
que, si Ton appelle Mi, Vi les faces opposées à la normale, 
l'expression précédente devient 

daddx f cosUj cosfA 
sin^cp \KKx kZ^) ' 
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et alors la première des équations (lo) devient 

\sin<p/ \sin<p/ 

39. Discussion des équations (lo). — Nous nous occupe- 
rons seulement de la première de ces équations, car il sera 
facile d'appliquer à la seconde ce qui aura été dit de la pre- 
mière. 

i*" Si l'angle des coordonnées 9 esl de la forme 

9 = const. -h +(P) -^ +• (P« )» 
la première des équations (10) devient 

rf, I •+ rf. I, I 



&) 



Kr 



le rapport de la somme des variations des angles de contin- 
gences des lignes coordonnées à l'élément de surface estimé 
dans ce système est indépendant du système coordonné. 

2"* Si 9 est donné par l'équation aux différences partielles 
n»3l. 



rf^9 v'h^h; - G* 

— =r O 



Ton obtient par l'intégration de cette équation 



9 = 4'(P)-+-+.(P.)+ / dp] dp,^ -1^ 

Dans ce cas, la première des équations (10) devient 

rfp, I -+- rfp II = o, 

* 
c'est-à-dire que la somme des variations des angles de oon- 
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tingence suivant leurs paramètres correspondants est nulle. 
Ainsi Ton obtient sur la surface F la même propriété que sur 
le plan ou sur une surface développabie^ lorsque le système 
de coordonnées tracées sur ce plan ou sur cette développable 
est tel, que ces courbes se coupent sous un angle constant. En 

effet, dans cette double hypothèse jtj est nul, comme on le 

verra plus tard, et la variation de 9 est nulle ; donc l'équation 
aux différences partielles est satisfaite. 



40. Transformation des équations précédentes.— Si Ton porte 
dans les équations (7) du n® 38 les variations des angles de 
contingence propre et inclinée trouvées au n" 32, l'on obtient 



(9') 






KX L, X, / sirnip 



sinq) 



= [a], 



laquelle est une relation entre les variations des courbures 
propre et inclinée de deux lignes coordonnées par rapport 
aux arcs réciproques. 

En opérant de même sur les équations (lo) du même nu- 
méro, l'on obtient 



('«') 



I A. 

dfji 



^u^ 



dcTx 



(i) 



d(T\^J \RA R, Xi/sin^ 
rf'cp dp dpi I 

Kl 



d_ 
dd \ L 



dp dp^ da da 



o, 



d^(p dp dpx 



L, Xi/ sincp 
I 



dpdpi da ddx Kn 



= 0. 



Cette dernière ne contient d'autres courbures que les cour- 
bures inclinées des courbes coordonnées. Si l'on élimine les 
courbures inclinées de la précédente, au moyen des rela- 
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lions (5) du Chapitre II, Ton obtient l'équation 

'•" 'f [^ (î) -^ J^ (s;)] - (s-' + K; + ^ S^ ) 



sm , 

d(^ / 1 cos^X dcp / i coscp 

/ cf'y dp dpt _i_\ . _ 
\dpdpi dd d<Tt Kl) ^ * 

qui a été donnée par M. Cauchy, en 1844 (*)• 

La deuxième des équations (10) peut aussi s'écrire sous la 
forme suivante : 

da\Lj^ d(T^\L)^\U^ Ly LL» / sin 



siny 
(/'(p dp dpx I 



dp dpi d(T dcTi K* 



G. 



Si le système est oblique sous angle constant, ces deux der- 
nières formules deviennent 

d / 1\ d 1 i \ I /_!_ I cosyX 1 

rf^VRJ '^d^\K) "sin9\R»"^Rî"*"'^ RR7J ■~Kl"~^' 

Si le système est rectangulaire, on retrouve une formule 
due à M. O. Bonnet : • 



A 
d<T 



:(î)-^è(ïï;)-(5^-^5j)"i=°- 



Si, l'angle des coordonnées étant constant, l'une des deux 
courbes d(Tx est géodésique, on obtient la formule 



rf(7, \KJ R^ KJ '"■''• 



Formules générales. — Les folrmules que nous venons de 
développer dans le présent numéro, sont relatives à la va- 



(*) Vojrez les Comptes rendus, t. XI^ et les §§ X et XI de notre Mémoire sur 
les coordonnées curvilignes {Journal de Crelle-, t. LVIII), où toutes ces formules 
se trouTetit développées. 
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leur particulière de la fonction 4^ (9 ) = 9. Il est bon de déve- 
lopper aussi les formules analogues qui se rapportent à la 
forme générale de la fonction. Si Ton porte les valeurs des va- 
riations l+'{9), J+'(9) [la], [i3] du n*»32, dans les formules 
[9], [8], [10] du n'^ST, on obtient : 



[9'] 



sm9 

KTf) 



d m?)1 , d |-|'(y)-] 
rf(7 L R. J d<j, L L, J 



sin<p \R.X, Llj ^ '' 

siny _ jrf r-K(o)"l _^ J_ V^hï] 
1L(^)~ dal R, \ d<j,\_ R J 

desquelles on déduira sans difficulté les formules qui se rap- 
portent à tout système particulier de lignes coordonnées. 

Si le système est simplement géodésique, Ton aura à la 
place de (9') la relation 

/n'M siny _ d V ^'i^n ^'(<^) i 

^^ ^ K(+) db-L U J sincp L,^* 

Si maintenant on particularise la fonction i]^, comme on Ta 
fait au n**38, on obtiendra les formules correspondantes à cha- 
cune des valeurs de ^. 

k\. Deuxième transformation des équations du n® 38. — 
Un caractère essentiel des équations (7) et de leurs transfor- 
mées est que chacune d'elles donne la valeur de la grandeur 

géométrique rrr-^ exclusivement en fonction des arcs coordon- 

nés, de Tangle qu'ils font entre eux, et de leurs variations, ce 
qui permet d'exprimer cette grandeur au moyen des trois para- 
mètres différentiels H, H,, G. En effet, si Ton porte les valeuf*s 
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de I, et de J tirées des équations (9) du n*> 30, dans les équa- 
tions ( 7 ) du n*» 38, on trouve 

, „.j *L sincprfo-, J "\ sinçdo- ) 

dddfTx sin© r n 

que Ton peut écrire sous la forme suivante, qui est tout à fait 
symétrique, 

t, rrfi<!/(T— rfofCOSqjrfo",)"! , rrf.rfo-i — rfi(C0S9rf(T)"| 

' 1. sin9rf(7, J • L sincprfo- J 

f J J ddddx sincp r T 
( =dxd.<f ^^ 1 [i]. 

Si Ton introduit les paramètres H, Hi, 6 dans ces formules, 
l'on trouve 



(9''') 



rfp. dpVH/ I rf ^ rfp HH, dp, 



V v/--m 



On tire de cette formule dette conclusion importante, que 
si Ton a différentes surfaces sur lesquelles Ton puisse tracer 
des systèmes de coordonnés tels, que lorsqu'on passe d'une 
surface à l'autre, les quantités H, Hi, G ne changent pas, l'ex- 
pression r=^ ne changera pas pour ces différentes surfaces. 

Nous ferons maintenant sur ces équations les remarques 
suivantes : 

i*» Si une des deux séries (pi) des lignes coordonnées est 
composée de lignes géodésiques, 9 restant variable, l'équa- 
tion (9") se réduit à deux termes, l'on obtient alors 

, /dod(Tt — cos(fd,d<T\ dddcTx s\n<p 

* \ sin9flf(T / K,^ 

4. 
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Or, dans ce cas la formule (loj, n'' 30, dont, le premier mem- 
bre est nul, donne 

rf, d(j =: rfo {eos9rfo-i ), 

et, en ayant égard à celle valeur, Téqualion devient 

d\(s\i{(^d(Ti) sinyrfo-, 

Si, de plus, le système est orthogonal, l'équation précédente 
ne sera pas simplifiée, puisque Ton aura 

, „, dlddi d(T, 

(9 ) 



qui est de même forme que la précédente. Ces deux équations 
ont une grande importance, et sont très-utiles soit dans la 
théorie des surfaces, soit dans la théorie des lignes tracées sur 
ces surfaces. Il est inutile de remarquer que la première de 
ces deux formules se déduit aussi de la seconde, puisque 
sin(pâ^(7i représente la projection de l'arc rfo-, sur l'arc ortho- 
gonal, et ne diffère pas en grandeur de la portion de cet arc 
comprise entre les deux lignes géodésiques qui passent par les 
deux extrémités de do-i. 

2*» Si les deux séries des lignes coordonnées du système 
sont composées de lignes géodésiques, l'on a l'équation déjà 
trouvée 

(9') rf.rf.o- — =ro, 

laquelle est indépendante des variations des arcs coordonnés; 

elle prouve que, dans ce système, la grandeur ^^ est le rap- 

port de la double variation rf, rfo^ de l'angle des lignes coor- 
données à l'élément superficiel dcù. 

3** Lorsque les lignes coordonnées sont assujetties à cette 
seule condition de se couper à angles droits, on retrouve l'é- 
quation connue 

d]d(T . dldax rfo-rfo-, 

d(Ti dd K^ 

Formules générales, — Si l'on veut obtenir les formules 
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générales correspondanles aux formules du présent numéro, 
il n'y a qu*à éliminer I, J,. . . entre les formules [9], [8], [10] 
du n® 37 et les formules (9) et (10) du n° 30, on obtient ainsi 



&) 



[,-] '"'*' 



' L '*>in 9 d(Tt J 

, rJ^'((p) doddi — cos<prfirf(Tl 
l sin^ d<T J 



que Ton peut écrire sous la forme suivante, qui est tout à fait 
symétrique par rapport aux deux lignes coordonnées, 

( d r ^'^y^ rfirfq-~-rf«(cos<prf(r,) "[ 

[,0''] '-'''"^ '''"• ^ 

, rip'(9) rf.rfd— rf,(cos(prfo-)1 rf,rfoVp(9) rfoo 

*Lsin(p da J dada K(4')* 

desquelles on tirera des conclusions analogues à celles qui se 
rapportent aux équations (9"^) et (10'''). Ces conclusions font 

voir que les conditions sur Tinvariabilité de l'élément ^, , , » 

quand on passe d'une surface à l'autre, sont les mêmes que 

celles que nous avons trouvées pour l'invariabilité de Télé- 

i 
ment r^r' 

^2. Relations entre les variations des composantes normales 
des courbures propres ou inclinées. — Si dans la troisième des 

équations (6) on remplace 1 par — j/i par— ^ï el qu'après 

r l\ 

les différentiations on substitue aux variations des arcs coor- 
donnés leurs valeurs trouvées dans les formules (8) du n"28, 

on obtient, en remarquant que les courbures -jyj sont égales. 



_d_ 
dfft 



(r) d^[l) 



, . J I r 2 /i coscpX I /l C0S9\ 

I /i 0059x1 
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1 



I r ^ / ï <^os 9\ I / I cos (jpX 



(il) J 1^2^! COS9 

[suite] 



^ I /l _ COS(p\"] 



Si l'on ajoute ces deux équations membre à membre, l'on 
obtient 



d 



<Ti\r) d(T\r,) d(T\lf d(T,\l) 

/l C0S<p\ ^/' COS<p\"l 

\r ~ ~r} "^ rfï \rT "" ~r)] 



d(Ti 

qui est symétrique par rapport aux deux lignes coordonnées. 
Si le système est orthogonal, les deux premières équations 
deviennent 



\d(T\rJ d(7\lj^ R\/ r.y^R. 



I 



o. 



Si de plus les courbes d'une série rfc sont géodésiques, les 
équations se réduisent, et Ton obtient 

i rf^ (7) ~ 3^ (7) "^- r; (7 "^ r) = *»' 

do: \r,/ d(7i\l/ R, r 

4.3. Problèmes résultants. — Les formules que nou& venons 
d'établir permettent de résoudre le problème direct des coor- 
données curvilignes tracées sur une surface. En effet, lors- 
qu'on connaît l'équation de la surface, et les équations des 
deux courbes coordonnées en fonction de deux paramètres p,p,, 
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on déteifinme 9 au moyen de ces formules, tous les élé- 
ments géométriques de ces deux courbes, ainsi que les re- 
lations qui existent entre eux. Cette question ne dépend que 
de différentiations. Mais nos formules permettent aussi de 
résoudre les questions inverses, soit qu'elles se rapportent 
à la théorie des lignes coordonnées, soit à la théorie des sur- 
faces elles-mêmes. Ces questions dépendent alors du calcul 
intégral. 

Supposons, par exemple, que Ton se donne la composition 
des paramètres H, H,, G en fonction des paramètres p, p,, et 
qu'on recherche toutes les surfaces pour lesquelles ces para- 
mètres conservent la même valeur. 

Il y a trois équations fondamentales du problème, qui sont 
réquatlon {9") et les équations (n), dans lesquelles les trois 

inconnues sont y» -» -^ puisque les arcs et leurs variations 

sont des fonctions connues de p et pi. La première équation 
est finie et de la forme 

I I I 

le second membre étant une fonction déterminée de p et p, ; 
les deux autres équations sont aux différences partielles et 
linéaires par rapport aux mêmes inconnues ou à leurs déri- 
vées, les coefficients étant des fonctions de p, p,. L'intégration 
de ces trois équations simultanées fera connaître ces trois. in- 
connues en fonction des mêmes paramètres. Cela fait, si Ton 
a égard à ces valeurs, les équations renferm^ées dans les types 
(1), (2), (3) du présent Chapitre, que Ton classera par groupes 
de trois équations, détermineront les neuf cosinus X, X,, X,; 
Y, Y,, Y2; Z, Z,, Z, en fonction de p, p,; enfin l'on déduira de 
ces valeurs les expressions de or, n 2 en fonction des mêmes 
paramètres, ce qui fera connaître la surface, ou plutôt les sur- 
faces cherchées. 

On pourrait aussi se proposer de déterminer la surface ou, 
plus généralement, les surfaces telles, que les paramètres H(«), 
H(,), G(,) auraient, avec les paramètres H, H„ G d'une surface 
donnée, des relations soit finies, soit infinitésimales, et il est 
évident que, lorsqu'on aurait déterminé les inconnues H(.), 
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H(,), G(i) en fonction des paramètres p, p,, le problème s'achè- 
verait comme le précédent. 

Il serait facile de démontrer que tous les éléments de solu- 
tion des questions les plus élevées de la théorie des surfaces 
sont renfermés dans nos formules de coordonnées curvilignes; 
mais il est inutile de poursuivre cet ordre d'idées, qui nous 
éloignerait du but que nous nous proposons, but plus mo- 
deste et plus prpportionné à nos forces. 
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CHAPITRE IV. 

D'UNE COURBE QUELCONQUE TRACÉE SUR UNE SURFACE. 



44.. Différentielles de l'arc et de Vaire. — Soit une courbe s 
quelconque tracée sur la surface F, et rapportée à un système 
de coordonnées curvilignes p, p, tracées aussi sur la surface. 
L'élément ds de cette courbe est le troisième côté d'un trian- 
gle dont les deux autres sont d(T^ ddi; en appelant a, (3 les 
angles que cet élément forme avec rfd, rfd,, Ton aura 

Irf* da rfo*! 
sin9 sin(â sina' 
rfscosa^rfd-f-rfo-icosç, rfscosp = d<Ti -\- rfo-cosç, 

lesquelles font connaître la direction de Télément ds par rapi- 
port aux lignes coordonnées, ainsi que la grandeur de cet 
élément. 

L'aire du triangle désigné a pour expression la moitié du 
produit des deux côtés rfo-, rfo-i par le sinus de Tangle com- 
pris. Cette*aire est la différentielle de Taire déterminée sur la 
, surface par la courbe s, de sorte qu'en représentant par du 
cette différentielle, on a 

( 2 ) du=: - dff d(Ti sin 9. 

2 

Rectification. — L'équation de la courbe est une relation 
entre les paramètres p etp,. Soit cette équation 

(3) p, = i];(p), 

la différentielle ds de la courbe ne sera donc fonction que 
d'une seule variable p, donc l'intégrale de cette différentielle 
entre les paramètres p('> et p^^^ donnera la longueur de l'arc s 
compris entre les deux courbes de la série p, savoir pC^ cl p^^^. 
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Quadrature. -— Si Ton remarque que la différeniielle.rfa a 
la forme 4> (p, p, ) rfp rfp, et qu'on intègre une première fois celle 
différentielle par rapporta p, entre les limites pi=p7^ etp, = ^ (p), 
on aura la tranche découpée sur la surface F par les deux 
courbes p, p-f-rfp, et Irmhée, d'une pari, par la courbe pi=^p^i^ 
et, de l'autre, par la courbe p, =: vj^(p); l'expression ainsi ob- 
tenue ne sera plus qu'une différenlielle simple de p; si on l'in- 
tègre entre deux valeurs de p, p^'^ et p^*^ on aura l'aire de la 
surface limitée entre les quatre courbes p, =p^,*^ eipi = ^{p); 

45. Courbure d'une courbe s; ses composantes. — Les an- 
gles que la tangente à la courbe ds fait avec les trois axes 
rectangulaires x, j , z sont donnés par les rapports de dx, dy^ 
dz à dsy dans lesquels les numérateurs sont les différentielles 
complètes de Xy y\ z par rapport à p et pi. On aura donc 

dx dx dd dx ddt p^-. 



ds da ds ddx ds 

Si l'on prend la différentielle totale des deux membres, et 
qu'on divise par ds^ l'on aura 

^ (^^\ __^/dx\df^ d I dx \ dd] 
ds\ds) d<i\d(T) ds^ d(rx\d(i^i ds^ 

fd (dx\ d I dx\ld(T d(Tx 
d(Ti\d<T/ d<T\d(Xi/]ds ds 

dx d /d(T\ dx d ld(Tx 



dd ds\ds ) ddx ds\ ds 

or, si nous représentons par -5 la courbure de la courbe ds, 

parTT» TT' - ses trois composantes suivant les deux lignes 
Po • Pi /^ 

coordonnées rfa, ddx et la normale à la surface, Ton aura (28) 

d fdx\ X X, X, 

IsXdsj'^V.^Yx'^'p'' 

Si Ton porte celte valeur dans le premier membre de l'équa- 
tion procédenie, et qu'on mette dans le second membre les 
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valeurs de -j—j -j— ^> —j-^j -j — » tirées des équations (i)el( 2) 
a<T udi atr ddy 

du n° 3il, les deux membres, après cette substitution, devant 

être identiques quels que soient X, X,, X„ Ton obtient les 

trois équations 



\ 



Po R HiSincp 

/ I _^ cotçX rfo-rfo", d fda 
\Lsin(p L, / ds dsi d(i\ds 



dd 
ds 



d(7' dcr] 

(4)/ I ^ -Ss^ "^'^"5^ 
P, H.sin^ Kl 



( coty I \d(Td(Tt I ld(T\d(Tx 

L LiSiny/ ds ds dcjx \ ds / ds ^ 



d<T^ dd] dd d(Ty 

I 'dF ~dF ~ds~ds 

-f h 2 



1 D r r, / 

Ces équations donnent les trois composantes de la courbure ^ 

de la courbe ds, suivant les deux courbes coordonnées rfa, rfo-, 
ei la normale à la surface. 

4-6. De la composante tangentielle de la courbure -rx' — Cette 

composante, que nous représentons par^» est la projection 

orthogonale de la courbure propre de la courbe ds sur le plan 
tangent à la surface F. Pour l'obtenir, il suffit de multiplier la 

courbure 5- par COS9, et d'ajouter la courbure tt-*, on trouve 

"1 Po 

ainsi la composante orthogonale de la courbure p suivant l'é- 
lément do-; on a donc 

cos(P, rfo-) sintprfo-^ sinyrfo-rfcr, 

P "" H, 1^^ L Is'^ 



d /d(7\ 
da-\ ds I 



+ :7r -TZT -:7r+cos9 



d(j d I d(Jx\ ddx 



ds ^ dfJxX ds I ds 
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or, remarquons que cos(P, d<j) est égal à sina, el si Ton dif- 
férentie par rapport à ds la dernière des équations (i) divisée 
par dsy on trouve que les deux derniers termes de l'équation 

précédente se réduisent à sina -^^ rf(3 étant une différentielle 

complète; on obtient ainsi la valeur de p sous Tune des deux 
formes 



sin9 sina sin(3 . rf(3 



(5) 



sincp sinô sina . da 



cette dernière s'obtenant directement, en prenant la compo- 
sante rj suivant l'élément rfo*,. 

Ces formules sont d'une grande simplicité; elles font con- 
naître la composante tangentielle de la courbure de la courbe 
proposée en fonction des composantes tangentielles des cour- 
bures propres et inclinées des lignes coordonnées, et de la 
variation totale de l'angle que l'élément de cette courbe fait 
avec les deux lignes coordonnées. 

W. Composante tangentielle de Vangle de contingence de 
la courbe ds, — Si, dans les deux formules précédentes,, on 
remplace les sinus par les arcs qui leur sont proportionnels ( i ), 
et qu'on introduise les angles de contingence propre ou incli- 
née, l'on aura 

(5') *.= I. + J^rfj3, _^^i + j,+rf^, 

dans lesquelles rfa, d^ sont les différentielles totales des 
angles a et (3 par rapport à p et à p,. 



Ces formules donnent la projection tangentielle -p de Tan- 

gle de contingence de la courbe ds, en fonction des projec- 
tions tangentielles des angles de contingence propre et in- 
clinée des lignes coordonnées. 
Si l'on remarque que 9 est la somme des angles a el p, et 
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que Ton élimine des deux équations (5') les angles J et Ji, au 
moyen des relations contenues dans le type (5) du Chapitre II, 
ces deux équations se condensent en une seule, qui est 

(5") ^^I._m-rf^^p_rf^a. 

De là résulte que Ton peut aussi écrire cette équation sous 
Tune des deux formes 

da=lt — I — "ô^ -4-rficp, 

(6) : , 

lesquelles font connaître les variations complètes des angles a 
et p que la courbe s fait avec les deux lignes coordonnées. 

ds 
On peut aussi exprimer Tangle de contingence -sj- en fonc- 
tion des projections tangentielles des angles de contingence 
inclinée des lignes coordonnées, en éliminant l et l. de la 
formule (5") au moyen des relations (5) du Chapitre II. On 
obtient ainsi 

(5"0 ^ = j__j,_Hrf.(3_rf,a (I). 

De même on peut exprimer les variations totales da, d^ au 
moyen des mêmes angles de contingence 

(6") rfa = J — J, -h rfo9 — -p» rf(3==J, — J -h rf, <p -f- -^• 

11 est inutile de remarquer que si, dans toutes ces formules, 
on remplace les angles de contingence par le rapport de Télé- 
ment de Tare au rayon de courbure correspondant, et qu'on 
substitue aux arcs les sinus opposés qui leur sont proportion- 
nels (i), toutes les formules trouvées dans le présent numéro 
se rapporteront aux courbures. Elles ne seront autre chose 
que des transformations des formules (5). de ce Chapitre au 
moyen des équations contenues dans le premier des deux 
types (5) du Chapitre IL 
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48. Construction du rayon inngentiel de courbure. — Appe- 
lons —^^ la projection tangentielle de la courbure inclinée de 

la courbe a, sous l'angle P; -^ la projection tangentielle de 

Mu 

la courbure inclinée de la courbe a sous l'angle a : on a les re- 
lations 

, - rfcTi rfo*! , dcr d(r 

D'après cela, l'équation (5") deviendra, en remplaçant les arcs 
par les sinus proportionnels (i), 

sincp sinp sina 

De là résulte que les extrémités des trois rayons P, Vf\ L(*> 
sont en ligne droite si, à partir du point considéré, on porte 
ces trois rayons dans la direction de ds, rfo-i, rfo-. 

De même appelons T(«), T(p) les rayons correspondants 
aux projections tangenlielles des courbures inclinées de la 
courbe ds, la première sous l'angle a, et la seconde sous 
l'angle |3 : on a les relations 

j ds ds la ds ds 

r l(a; F l(p) 

dans lesquelles </a, d^ sont des différentielles complètes; 
d'après cela, les équations (5) deviendront 

sincp sina sin(3 sin9_ sin|3 sina 

T(p) " Ri L ï(«) K Li 

Donc les extrémités des trois rayons T(p), R,, L sont en ligne 
droite, ainsi que les extrémités des trois rayons T(^^, L, , R, 
pourvu que ces rayons soient portés, à partir du point consi- 
déré, dans la direction des éléments ds, d^t, dtx. . 

Il résulte de ce qui précède que si les trois courbes quel- 
conques dsj de, rfp-i, passant par un même point, font enlre 
elles deux à deux des angles fonctions des coordonnées de ce 
point, le rayon correspondant à la projection tangentielle de 
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ia courbure propre d'une des trois courbes ds el les rayons 
correspondants aux projections tangentielles des courbures 
inclinées suivant les deux autres courbes ont leurs extrémités 
situées sur une ligne droite, si Ton porte ces rayons» à partir 
de ce point, dans la direction des éléments dSyda, d<Ti, Ceci 
démontre que lorsque deux des trois rayons sont connus, le 
troisième se trouve géométriquement déterminé. 

C'est le lieu de remarquer ici que si la courbe ds coupe la 
courbe coordonnée rfo* sous un angle a constant, la seconde 
des équations (5) démontre que les extrémités des rayons P, 
R, L, sont en ligne droite, et que si, l'angle des lignes coor- 
données étant constant, la même courbe coupe les lignes 
coordonnées de la série (a) sous un angle aussi constant, les 
extrémités des rayons de courbure P, R, R, de la courbe et 
des lignes coordonnées sont en ligne droite, pourvu que dans 
les deux cas les rayons soient portés dans la direction des 
éléments ds, rfci, rfc. 

49. Composante tangentielle de la courbure ~ en fonction 

des variations des arcs coordonnés, — Multiplions les deux 
membres de l'équation (S*') par rfo-rfo-, sincp; on trouve, en 
ordonnant et en ayant égard aux relations (i), ainsi qu'aux va- 
leurs de J et de J, [(9), Chapitre II], 

ds 
d(Td(Tx -^ sin(p = rf, rfo'(rf(T-hcos9rfo"i) — rfoû'o'i(rfo'i-f-coscp d(j) 



-f- ds[d(Tx sin(3rfo(3 — rfcrsinarf,a). 

Or si l'on remplace dans le second membre les facteurs de 
didtT, rforfci par leurs valeurs ds cosa, ds cos^ (i), et qu'on 
groupe les termes dépendants de a, ainsi que les termes dé- 
pendants de (3, on trouve l'équation suivante : 

, , rfo-rfffisinç #/ I V j,j Q\ 

(7) ^ p ^ =</,(d(7C0sa) — a.(aŒ, cosp), 

qui est aussi simple que significative. Si l'on représente par 
dvy dvx les projections des éléments rfo-, rfo-, sur la direction 
de la courbe ds^ elle prend la forme 

I d,{dv) — do{dvi) 



P "~ d 



w 
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On oblienl ainsi ce théorème nouveau : 

La courbure tangentielle d'une courbe quelconque tracée 
sur une surface est le rapport de la différence des variations 
des projections des arcs élémentaires coordonnés sur la direc- 
tion de la courbe à Vêlement de surface. 

L'équalion (7) peut être obtenue d'une autre manière, indé- 
pendante de réquation (5)'". En effet, si Ton applique la for- 
mule (10) du Chapitre II à Tare ds età Tare rfo-, le déplacement 
par rapport au premier étant complet et correspondant à la 
variation dy et le déplacement par rapport au second étant 
partiel et correspondant à la variation J»» on obtient 

ds dfjx sina , , . . , , 
_ z= a^ds — a (dd cosa). 

Si Ton remarque que Ton a 

ds = da cosa -+- d<Ti cos p, rf = rf« -h rf, , 
on retombe sans aucun détour sur Téquation ( 7 ). 

50. De la composante normale de la courbure p^« — La 
troisième des équations (4) donne la composante de la cour- 
bure ^ de la courbe ds suivant le plan normal à la surface F 

mené selon Télément ds. Celte équation peut s'écrire sous la 
forme suivante : 

Q ds^ d(7^ r/(T? dddr 



p r n l 

ou bien, si l'on remplace les arcs par les sinus proportion- 
nels (i), sous la forme 

,,„, sin*(P sin'6 sin^a sinasinô 

' p r ri l 

Si Ton introduit les angles de contingence correspondants aux 

courbures -» —9 y» t' on obtient 
r rx l Ix 

(8") — sin9 =(/-f-yi)sin(3 + (/,-hy )sina, 
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avec celte condition qui r,ésulte de la relation (7) du Cha- 
pitre Il ; 

(9) y, sin(3=ysina, 

L*équation (8") montre que si Ton prend, à partir du point 
considéré sur la surface et dans la direction des trois éléments 
ds, d(7 et rf(7,, des longueurs inversement proportionnelles 

à —5 I -f-jf'i. Il -+-y, les extrémités de ces longueurs seront en 

ligne droite. 

Or, comme l'équation (8) peut encore s'écrire sous les deux 
formes suivantes 

— sin9 = ? sin(3 -f- («, -t- 2jf)sina, 

— sin cp = ( I H- ^y , ) sin p H- i^ sin a, 

on en déduira des théorèmes analogues. 

51. Plan osculateur. — Rapportons la position du plan oscu- 
lateur de la courbe ds au point considéré aux trois directions 
d7f d(7i et la normale n. Ce plan passe par l'élément ds qui 
fait avec les arcs coordonnés dcr, rfo-i les angles a et (3; il 
suffit donc de connaître l'angle que la normale N à ce plan fait 
avec la normale « à la surface; or cet angle est le même que 

p 

celui des deux rayons P et 9. On aura donc tang(N, n) = —» 

et comme les deux composantes -9 -^ sont connues d'après 

les formules des numéros qui précèdent, la position du plan 
osculateur sera déterminée. 

Écrivons les expressions des cosinus des angles que la nor- 
male N fait avec les directions n, rfo-, dcTx. Si l'on remarque 
que l'on a 

1 I I 

^ — pi -^-7' 

5 
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ces expressions sont 

cos{N, n)— —, 

(lo) { cos(N, rfo-)= — sina, 

cos(N, d(Tt)=z sinô. 

P 

Les cosinus des angles que cette normale N fait avec les 
trois axes coordonnés s'en déduisent sans difBculté, car, si 
Ton fait faire, dans son plan, un quart de révolution au 

triangle dont les côtés sont (â» p» -" ^t qu'on projette le péri- 
mètre sur l'axe des z, on obtient 



cos(N, z) cos(3 cosa 

^ psino psin(^ 



^'(^-^) [3]- 



52. Étant donnée l'équation de la courbe ds, calculer tous 
les éléments de cette courbe. — Soit l'équation de la courbe ds 

u = +(p, pi) =const. 
On a 
/ i du , du j 

(I.) _rfp+_rfp,=o. 

Longueur de Vêlement ds. — Si l'on pose, pour abréger, 







on a 


» 


(.2) 


ds dp dpy 
K du du 



dpx dp 

Direction de Vêlement. — Si l'on fait usage des équations (i) 
du présent Chapitre, en ayant égard aux expressions trouvées 



CHAPITRE IV. — d'une COURBE QUELCONQUE, ETC. 67 

dans le n® 31, on trouve 

du du 
K rfp, dp 

{YL\VL\-&y ~ Hi^ïnp ~ "" Hsina' 
(i3) * { Vi} du G» du 

„ ^ Ti\ du G» rfw 

Ces formules font connaître les angles a» (3 que l'élément ds 
fait avec les lignes coordonnées. 

Variation de V angle des lignes coordonnées. — On a 

G» 
cos<p-gg.; 

on en déduit 

± / G» \ j/_ / G^ \ 

,/, ^' _ rfpVHHtj ^ rfp.VHH,; 
V H'H; ~ d> "" ^ ■ 

Ces formules donnent les variations de l'angle 9 par rapport 
à chacun des paramètres p, pi . 

Composante tangentielle de la courbure. — On trouve 



(H^HÎ-GM- 



^ /H» r/w _ G^ du\ 

ip. \¥l dp, K dp) 



(i4) \ ^ ^P' 

û^p \K ^p K d^j' 
et, si l'on développe les différentiations, on obtient 

(H»HÎ~GM^ du 



"^/p.L^p. Uj dp U/J 
dpidp Uy ^p. U;J 

H' rf»M H? rf^z^ G^ flf2^ 

2 



K </pî K «/p^» K dp dp, 

5, 
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CompoMonie nomiale de la courbure. — On trouvera, en se 
servant de la formule (8), Texpression suivante 

K' H> #/a» H? (iu^ BH, du du 

lOi — = 1-^-\ --—-—1 



p ^ dc»\ r, dçr i dp rfp, 

Mais dans cette expression les courbures normales, propres 
ou inclinées, des lignes coordonnées ne peuvent pas, comme 
dans les courbures tangentielles de ces lignes, s'exprimer 
exclusivement en fonction des paramètres difTérentieis du pre- 
mier ordre H-, H,, G et de leurs variations: il faut les calculer 
directement. Représentons para, 6, c, «i, fr,, c, les dérivées 
de X, r, z par rapport à p et Oi : on trouve sans difBculté les 
trois formules suivantes 

I _Y' da (ftc,— cb,) 



W 



H'(h»h; — G')' 



I V rfrt, [bcx — cbA 



Hî(He;-G*r 

_i_ V* da (6c, — c6, ) 

He.(H>Hî-G*)^ 



Zddp^ 



et en portant ces valeurs dans l'expression de -» écrite ci- 
dessus, on aura la courbure normale de la courbe ^5. 

53. Transformation des courbes tracées sur deux surfaces 
différentes. — Considérons une seconde surface F', sur la- 
quelle se trouve tracé un réseau de lignes coordonnées p', p\ , 
et soit une courbe u* =z ip'( p', p', ) = o décrite sur cette surface. 
Si les nouveaux paramètres différentiels H', H',, G' se com- 
posent par rapport aux coordonnées p', p', de la même ma- 
nière que les anciens paramètres différentiels se composaient 
par rapport aux coordonnées p, pt, et si, de plus, l'équation de 
la seconde courbe par rapport aux nouvelles coordonnées est 
la même que l'équation de la première courbe par rapport aux 
anciennes, on voit que l'élément de l'arc de cette seconde 
courbe, sa direction par rapport aux arcs coordonnés, l'élé- 
ment de surface, la courbure tangentielle, seront exprimés 
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par des fondions des nouvelles coordonnées identiques à 
celles qui expriment les mêmes éléments de la première 
courbe au moyen des anciennes coordonnées. Mais, par les 
raisons données à la fin du numéro précédent, il pourra en 
être autrement de la composante normale de la courbure de 
cette seconde courbe, parce que cet élément dépend d'autres 
grandeurs que les paramètres différentiels du premier ordre 
H', H',, G' et réc^uation 4»' de la courbe. L'identité de compo- 
sition analytique des éléments dont nous venons de parler 
entraînera des propriétés géométriques sinon égales, puisque 
les deux systèmes de coordonnées peuvent être diversement 
composés au point de vue géométrique, du moins jouissant 
d'une certaine analogie qu'il sera possible d'exprimer géomé- 
triquement dans chaque cas particulier. Ainsi, lorsque la 
courbe u sera rectifiable, il en sera de même de la courbe a'; 
si l'aire de la surface limitée par la première courbe et les 
lignes coordonnées extrêmes est carrable, il en sera de même 
de Taire de la seconde surface, limitée par la seconde courbe 
et ses lignes coordonnées correspondantes. Les propriétés 
descriptives ()6 la première courbe appartiendront aussi à la 
seconde, et ainsi de suite. 

Il existe un cas très-général dans lequel les conditions 
précédentes sont remplies : c'est lorsque les deux sur- 
faces sont applicables l'une sur l'autre. On verra plus loin 
qu'alors, bien que les surfaces F et F' soient différentes, les 
paramètres différentiels H, H,, G, H', H', G' n'ont pas seu- 
lement la même composition chacun à chacun, mais qu'ils 
restent les mêmes, puisque les deux systèmes de coordonnées 
sont identiques dans les deux cas. Il suffit donc, dans ce cas, 
que les deux équations ^ et ^' des deux courbes soient les 
mêmes pour que l'on doive tirer les conclusions que nous 
venons d'indiquer. 
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CHAPITRE V. 

DE LA œURBURE DES SURFACES. 



5b. Objet du Chapitre, — L'équation [générale que nous 
venons d'établir sur la composition de la courbure normale à 
la surface d'une courbe quelconque en fonction de courbures 
normales des lignes coordonnées, n'est pas seulement propre 
à l'étude de la courbure de cette courbe, elle renferme toute 
la théorie de la courbure des surfiices sans restriction aucune. 
L'objet de ce Chapitre est consacré à développer toutes les 
particularités de cette théorie, comme conséquences de l'équa- 
tion indiquée. 

Courbure d'une section droite normale à la surface. — 
Menons un plan perpendiculaire à la surface suivant l'élé- 
ment ds^ la courbure de la section ainsi obtenue au point con- 
sidéré est la projection de la courbure de la courbe ds sur ce 
plan normal, d'après le théorème établi au n*23. Donc l'équa- 
tion (8') du n® 50 fait connaître la courbure d'une section nor- 
male en fonction : i"* des angles que le plan de cette section 
forme avec les plans normaux à la surface menés par les élé- 
ments des lignes coordonnées; 2* des courbures normales des 
deux sections interceptées par ces deux plans; 3<* d'une cer- 
taine courbure composée que nous avons appelée composante 
normale de la courbure inclinée de l'une des deux lignes 
coordonnées par rapport à l'autre, mais que l'on peut aussi 
déûnir, comme cela doit-être, indépendamment des lignes 
coordonnées, et seulement par la considération des sections 
normales, comme on le démontrera plu? bas; cette équation 
que nous transcrivons ici 

, , sin'9 sin^ô sin^a ^sinasinô 

p r n l 

fait donc connaître -9 au moyen des cinq éléments, a, |3, r, 
r, et /. 
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55. Représentation géométrique des rayons de courbure 
des diverses sections normales à la surface autour d'un point. 
— Si, à partir du point considéré sur la surface, on prend sur la 
tangente à chaque section normale suivant ds, qui est supposé 
faire tous les angles possibles avec les arcs coordonnés rfo-, 
d<ji, une longueur proportionnelle à la racine carrée du rayon 
de courbure correspondant, Téquation précédente devient 
aïors celle d'aune conique située dans le plan tangent rapportée 
à un rayon vecteur issu du centre, et aux angles que ce rayon 
forme avec deux directions rfo-, rfc,. Ainsi cette longueur dé- 
crira une conique située dans le plan tangent, ayant son cen- 
tre au point considéré. Les rayons vecteurs de cette courbe 
auxiliaire feront connaître les rayons de courbure des sections 
normales faites suivant ces rayons vecteurs. De là résulte : 

I® Qu'il y a deux directions de dsy rectangulaires entre elles, 
qui correspondent. Tune à un rayon de courbure maximum, 
et Tautre à un rayon de courbure minimum parmi tous ceu^ 
des sections normales : ces rayons de courbure sont appelés 
principaux; 

2** Que toutes les relations qui existent entre les carrés des 
demi-diamètres de la conique formant certains angles entre 
eux, existent pour les rayons de courbure des sections nor- 
males correspondantes à ces demi-diamètres; 

3® Que si les deux courbes coordonnées da, c/<t, sont tan- 
gentes à deux demi-diamètres conjugués de Ja conique, le 
double produit sinasin(3 n'entrera pas dans l'équation polaire 
de la conique; donc les composantes normales des courbures 
inclinées sont nulles pour deux directions conjuguées de fl?o^, 
ddi. 

-Discussion des rayions de courbure des sections normales, — 
Cette discussion est ramenée à la discussion des carrés des 
diamètres de la conique auxiliaire; il y a trois cas à distinguer 

suivant que le binôme est supérieur, inférieur ou égal 

^ rri t^ 

à zéro. 

I*» Si ce binôme est supérieur à zéro, la conique auxiliaire 

est une ellipse : donc tous les rayons de courbure ont le 

même signe, toute section de la surface est toujours convexe 

dans le même sens. 

5* 
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'i"" Si le même binôme est inférieur à zéro, la conique auxi- 
liaire est une hyperbole; mais ici il y a à considérer les rayons 
vecteurs réels et les rayons vecteurs imaginaires, puisque les 
rayons de courbure, devant être proportionnels aux carrés de 
ces rayons vecteurs, seront réels dans les deux cas. 

Or, si Ton construit l'hyperbole conjuguée de Thyperbole 

réelle, et qu'on multiplie par \/ — i les demi-diamètres de cette 
hyperbole conjuguée, on aura les valeurs imaginaires des demi- 
diamètres de la conique auxiliaire. Donc les carrés des demi- 
diamètres de l'hyperbole conjuguée représenteront les rayons 
de courbure correspondants, considérés comme négatifs. D'a- 
près cela, les directions des asymptotes donneront des direc- 
tions pour lesquelles les rayons de courbure des sections 
normales seront infinis, et elles partageront le plan tangent en 
quatre régions; la surface sera convexe pour deux régions op- 
posées, et concave pour les deux autres régions; les direc- 
tions des rayons principaux seront les bissectrices des angles 
des asymptotes. 

3° Si le binôme est nul , l'équation représente deux droites 
parallèles rapportées à une origine située à égale distance de 
ces droites. Donc tous les rayons de courbure seront de même 
signe, il y aura une direction unique, celle qui est parallèle 
à chacune de ces droites, pour laquelle le rayon de courbure 
sera infini : ce sera un rayon de courbure maximum; la direc- 
tion perpendiculaire donnera le rayon de courbure minimum. 
Ce caractère appartient aux surfaces développables. 

Il y a à considérer le cas où la conique auxiliaire devient 
un cercle, alors les rayons de courbure des diverses sections 
normales sont égaux; on dit alors que le point de la surface 
pour lequel se présente cette particularité est un ombilic; 
les conditions analytiques correspondantes à ce cas sont 

I I I 

-!!--—> -- := o. 

r ri l 

56. Différentes formes de l'équation (i)« — Elles résultent 
de ce que nous venons d'établir dans le numéro précédent : 

i"" Si les lignes coordonnées d(X, rfo-i sont tangentes aux axes 
de l'ellipse auxiliaire, en appelant wo, w, les rayons principaux 
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de courbure, celle équalion devient 

I cos'a sin-a 



c'est la formule d'Euler. 

?/" Si les lignes coordonnées soni tangentes à deux diamè- 
tres conjugués de Tellipse auxiliaire, on obtient l'équation 

sin'9 sin'P sin^a 



p r r, 

3^ Si le s^^stème est rectangulaire, l'équation devient 

I cos^a sin^ a asinacosa 

- = 1 1 -. 9 

p r r, l 

dans laquelle />, r, r, sont les rayons de courbure des sections 
normales faites suivant les angles correspondants; / a aussi 
une signification géométrique indépendante du système coor- 
donné. 

En effet, lorsque le système des coordonnées est orthogo- 
nal, la projection normale de l'angle de contingence inclinée 3 
est un angle égal à l'angle du plan normal à la surface sui- 
vant d7 et de la normale infiniment voisine, menés par les 
extrémités de cet élément, puisque les éléments de ces deux 
angles sont perpendiculaires chacun à chacun; or le rapport 
de ce dernier angle à l'élément rfo- est appelé seconde courbure 
géodésique de l'arc da; d'ailleurs la direction de l'arc de cercle 
infiniment petit qui mesure le premier de ces deux angles égaux 
est celle de la normale à la surface ; donc la composante nor- 
male de la courbure inclinée de l'arc dtr est égale à la seconde 
courbure géodésique de cet élément, lorsque l'angle des coor- 
données est droit. 

4** Il faut conclure de ce que nous venons de dire, et du 
théorème démontré au n» 28, sur Tégalité des composantes 
normales (7) de deux courbures inclinées des deux arcs d'un 
système coordonné, que les secondes courbures géodésiques 
de deux directions rectangulaires tracées sur la surface sont 

égales entre elles, de sorte que, si l'on appelle -t.> -r ces deux 
courbures, l'on a 4: — 4-- 
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57. Relations entre les composantes normales des courbures 
inclinées des deux systèmes différents, — Chaque système de 
lignes coordonnées tracées sur une surface détermine deux 
courbures inclinées ayant Tune et Tautre même composante 
normale à la surface. Cette composante, pour une même sur- 
face, varie d'un système à l'autre ; nous nous proposons de 
trouver les relations qui existent entre les composantes in- 
clinées de deux systèmes différents. 

Soient ds, dsx les arcs coordonnés du nouveau système, le 
premier arc faisant les angles <x, p, le second les angles ai, {3i 
avec les arcs rfo-, rfcr, du premier système. Soit /?, le rayon de 
courbure de la section normale à la surface suivant rfs,, on 
aura, n° 54, formule (i), 

sin*9 sin*(3, sin^a, 2. sin ai sin (3, 



pi r r, / 

Or, si Ton rapporte dtr au système ds, dst et qu'on représente 
par y la composante normale de la courbure inclinée du nou- 
veau système, Q étant l'angle des éléments ds, dsy, on aura 
sin' B sin' a, sin' a ?. sin a sin a, 



/• 



si l'on élimine p et /?, de cette dernière équation au moyen 
de la précédente et de l'équation (1), on trouve 

sin^cp sin ^ sin (3, sin a sin ai sin a, sin (3 -h sin a sin |3, 
A /• r l 

laquelle donne la composante normale de la courbe inclinée 
d'un système de coordonnées ds, dst en fonction des compo- 
santes normales des courbures propres et des courbures in- 
clinées du système da, dcri. 

58. Expression de la seconde courbure géddésique d'une 
courbe ds. — Si, dans l'équation précédente, l'on suppose les 
courbes ds, dsx rectangulaires entre elles, on a les conditions 

a. — a= (3 ~ (3, ^n -, « 4- (3 — . a, -+- (3. = cp ; 
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de plus» d'après ce qui a été établi au n^" 56, la composante 
normale -r de la courbure inclinée devient la seconde cour- 
bure géodésique de la courbe ds. Si Ton représente par y cette 
courbure, Ton aura 

, ,, sin»9 sin2Ô sinaia sin(a — 13) 

V 2r 2r, / 

Si, dans cette formule, on élimine les cosinus de a et de (3 
au moyen des deux dernières équations (i) du n® U, dans les- 
quelles on aura remplacé les arcs par les sinus proportionnels, 
Ton aura 

/ sin^q) - ,o /i cos9\ 

Si le premier système d<T, ddi est aussi rectangulaire, -j de- 
vient la seconde courbure géodésique ^ de Tune des deux 

courbes du système, et, comme les deux angles a et [3 sont 
alors complémentaires, on obtient 

, -, I sinaa/i i\ cosaa 

Si enfin l'on suppose que le second système est tel, que les 
lignes d<T, dcxt sont tangentes aux deux sections principales, 

rr devient nul, et Ton retrouve la formule de M. Bertrand : 

V 

I sin2(x / I I 



V 2 \GJa BJi 

Relation entre les courbures -et^^F d'une ligne ds. — Si Ton 

p V ° 

cherche la variation de la courbure - lorsque Télément ds 

P 



1 
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prend toutes les positions possibles en tournant» dans le plan 
tangent, autour du point que Ton considère, on trouve, pour 
l'expression de cette variation, en remarquant que rfa= — rfj3, 
le second membre de l'équation {2!) multiplié par 2; donc 



d 
d 



^fâ-^V=- 



Si Ton prend la variation de rr donnée par la formule (2'), on 
trouve 

d I i\ cos'ô— sin'ô cos'a — sin*a 

^'"^rf^(v) = — ^ 1^. 

cos(g— (3) , 
'l ' 

or, si l'on appelle — la courbure de la section normale faite 

Pr 



Q sin' (p 

gjjj,^ . , __ T. 



suivant son élément cbr perpendiculaire à dsy on a 

. , d fi\ sin» 

ce qui donne 

d / i\ I I I I 

doL\\ ) '~ p Pr w» CJ, ^ 
de là résulte que l'on a successivement 



d 
d 



oi^XPI W* ^1/ 



da'\\)'^doc [p)'^ da \pr)'^ V \r 



or l'on a — -f rr- nul, donc on obtieni 

V V| 



^ G) = " 



d^ l\ 
d 



59. Expression de la composante normale de la courbure 
inclinée. — La composante normale de la courbure inclinée 
d'un système de lignes coordonnées est un élément important 
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dans la théorie des surfaces; nous allons montrer que cette 
composante qui, dans ciiaque système, a une traduction sim- 
ple qui permet d'en calculer facilement l'expression analytique, 
a aussi, comme nous l'avons annoncé, n" &ky une signification 
indépendante de tout système ; et que cette composante ne dé- 
pend que de la courbure de la section normale, suivant l'une 
des lignes coordonnées, et de la seconde courbure géodésique 
de cette ligne. 

Si, dans la formule (2), on élimine ai, (3i au moyen des re- 
lations (3, = (3 — 0, a, =: H- a, et qu'on ordonne le résultat 
suivant cosô, sinô, l'on trouve, en ayant égard aux formules 
( I ) et ( 2' ), la formule simple 

,,, I COS0 sin0 

On trouvera de la même manière pour l'arc dst, en repré- 
sentant par — la seconde courbure géodésique de cet arc, la 

V I 



fornnile analogue 






(3') 


I COS0 


sini9 



desquelles on déduit par addition 



Ces diverses expressions montrent la différence essentielle 
qui existe entre la composante normale de la courbure in- 
clinée d'une des lignes coordonnées d'un système et la 
deuxième courbure géodésique de cette ligne. Ces deux cour- 
bures sont toujours distinctes l'une de l'autre, à moins que le 
système des lignes coordonnées ne soit rectangulaire. C'est 



(*) Les formules (3) et les suivantes ont été publiées par nous en i864 dans 
notre Mémoire sur la courbure des surfaces inséré dans le tome VI de la Ret^ue 
des Sociétés savantes. Voyez p. 4ii» formules (12), (12'), (12")- Nous faisons 
cette remarque parce qu'un savant géomètre, qui sand doute ignorait notre tra- 
vail, a publié ces formules dans un Mémoire sur les lignes tracées sur les sur- 
faces, § IV, p. t5, imprimé en 1868. 
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dans ce cas seulement qu'elles sont égaies entre elles. Hais la 
propriété principale des équations précédentes est de donner, 
de la composante normale de la courbure inclinée» une signi- 
fication indépendante de tout système. 

Si Ton suppose que Tune des deux courbes ds du sys* 
tème dsy dsi est fixe, et que la seconde forme avec la première 
tous les angles possibles dans la formule (3),^ et Y étant 
alors invariables, le rayon X de la courbure inclinée projetée 
sur le plan normal à la courbe suivant dst variera comme le 
rayon vecteur d'une ligne droite déterminée de position et si- 
tuée à une distance de l'origine égale à la racine carrée de 

1 expression —i-h^- 

p Va 

11 est bon de remarquer que l'on peut obtenir la valeur de 
la courbure y en fonction des courbures propres et des se- 
condes courbures géodésiques des lignes coordonnées d'un 
même système, indépendamment de l'angle qu'elles forment 
entre elles: il suffit d'éliminer d entre les deux équations (3) 
et (3'); on obtient ainsi 



(vi>, 



J__ \V/>, V,/» 






Ces différentes valeurs de la composante normale de la 
courbure inclinée montrent que cette composante peut être 
nulle sans qu'aucune des deux secondes courbures géodési- 

n V 

ques le soit; il suffit que l'on ait la relation i- = — — , c'est- 

Pi » I 

à-dire que les deux courbures géodésiques soient proportion- 
nelles aux courbures des sections normales correspondantes. 
C'est ce qui a lieu lorsque les deux lignes ds, dsi du système 
sont tangentes à deux diamètres conjugués non rectangulaires 
de la conique auxiliaire. 

11 est aussi bon de remarquer que les formules (3) et les 
suivantes serviront à transformer les diverses relations qui 
existent entre les composantes normales des courbures incli- 
nées. C'est ainsi que les formules (n) du n** 42 ne dépendront 
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plus, après l'élimination de /, que des courbures des sections 
normales et de leurs secondes courbures géodésiques. Nous 
laissons au lecteur le soin de faire cette transformation, qui 
conduit à des résultats renaarquables. 

60. Expression des rayons principaux de courbure, — Pour 
déterminer dans le plan tangent à la surface, au point dont il 
s*agit, la direction des sections normales correspondantes aux 
rayons principaux de courbure, sections que pour cette rai- 
son on appelle sections normales principales^ ainsi que la va- 
leur des rayons principaux , il suffit d'égaler à zéro la différen- 
tielle de - donnée par l'équation (i), cette différentielle étant 

prise par rapport à Tangle a; et en remarquant que Tangle (i 
est une fonction de a donnée par l'équation 

(4) sin'tp = sin'a -+- sin^p H- 2sinasin(3 COS9 ; 

celle-ci est donnée par l'équation (12) du n*» 43, dans laquelle 
les arcs ont été remplacés par les sinus proportionnels. 
Lès différentielles de ces deux équations donnent 

/sina . sinS\ , /sinô sinaN ^ ,^ 

( 1 ~- j cosada = — ( — '- -\- —j- j cos(3rf(3, 

(sina -hcos<psinj3)cosarfa — — (sinp-h coscpsina)cospc/(3. 

En divisant Tune par l'autre, on obtient sans difficulté, — 
étant un rayon principal, 

sina sinp sin|3 sina 



/ r ' / 



sina + costp sin^ sin^ -h costp sina 
(5) \ 

' sin^a sin^û asinasinô 

n r II 



sin'cp xn 

Si, entre deux quelconques de ces valeurs de— j on élimine 

w 

le rapport de sin^ à sina, on trouve 
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Cette équation fait connaître les valeurs de o, qui sont au 
nombre de deux, comme cela devait être; quant à la direc- 
tion des sections principales» elle est donnée par réquation{ 3 ) 
elle-même» qui peut s'écrire sous la forme suivante 

I - ,o /» coso\ . a . / ' '\ 
(5') -, \ ' / 

f _ s,n'« (^ - -^ ) = o. 

On reconnaît que les racines de ces équations sont réelles, 
car la quantité située sous le radical se met dans la première 
comme dans la seconde équation, sous la forme suivante 

(7 - t:)' ^'"'? -^ [(7 + ^) ^^'^^^ - 7 J' 

qui est la somme de deux carrés. 

On reconnaîtrait aussi sans difficulté que les deux directions 
données par les racines de l'équation (5) sont rectangulaires 
entre elles. 

Les deux équations (4) et (5), se rapportant à un système 
quelconque, jouissent de ce double avantage : i** de donner les 
propriétés géométriques des rayons principaux de courbure 
dans un système quelconque, et par conséquent indépendantes 
de tout système ; i"" de fournir l'expression de ces rayons de 
courbure et de leurs directions, propre à chaque système. 

61. Mesure de la courbure de la surface dans un système quel- 
conque de coordonnées. — D'après Gauss, et pour des rai- 
sons que nous exposerons dans le Chapitre suivant, le produit 
des deux courbures principales, en un point d'une surface, 
sert de mesure à la courbure de la surface ; l'on aura donc, d'a- 
près l'équation (4)» 

sin'9 I I 



!Dci# rrx l 



I 



Cette équation démontre que la quantité auxiliaire ^77 9 qui 
représente le rapport du binôme 77 ^^ carré du sinus 
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des lignes coordonnées, et que nous avons introduite dans nos 
calculs aux n""* 37 et suivants, n*est autre chose que le produit 
des courbures principales de la surface. 

Si les éléments rfo-, rfo-i des deux lignes coordonnées sont 
dirigés suivant deux diamètres de la conique auxiliaire, con- 
jugués entre eux, les courbures inclinées des lignes coordon- 
nées projetées sur la normale à la surface sont nulles (n*î 54); 
donc l'équation précédente devient 

(7') ^Bll=±, 

or, dans ce cas, la tangente de Tangle 9 étant égale (n** 59) à 

l'un des deux rapports » — 5 la formule précédente se 

transforme en la suivante 

cos^cp I 

donc la courbure de la surface est égale et de signe contraire 
au rapport du produit des deux secondes courbures géodési- 
ques des lignes coordonnées au carré du cosinus de Fangle de 
ces deux lignes. 
Si le système des lignes coordonnées est rectangulaire quel- 

conque, les courbures —> -^ étant égales, on a 

I I I 



On peut calculer la courbure de la surface en fonction de la 
courbure de trois sections normales à la surface suivant cI(t, 

dcTij ds; il suffit d'éliminer la courbure -j entre les deux équa- 
tions (i) et (7); on trouve ainsi 

4sin^«sin^|3sin'y 

__/sina sin[3 siny N / sina sin|3 sin9\ 

/sin(3 siny sinaWsiny sina sinp 



\ 
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On tire de cette équation les conséquences suivantes : 
I* En un point d'une surface, le second membre de Téqua- 
Uon précédente, divisé par le carré du produit des sinus des 
angles que trois courbes passant par ce point font entre elles 
deux à deux, restera constant quelles que soient les direc- 
tions de ces courbes. Cette propriété n'aura p^s lieu seule- 
ment en un point de la sur&ce, mais en tous les points d'une 
même ou de plusieurs surfaces pour lesquelles la courbure de 
la surface ou des surfaces reste la même. 

2* Si, en deux points d'une même surface, ou de deux sur- 
faces différentes, les courbures de trois sections normales for- 
mant entre elles des angles égaux chacun à chacun, sont égales 
entre elles, chacune à chacune, les courbures de la surface ou 
des surfaces sont les mêmes en ces deux points. 

62. De la courbure sphérique. — On désigne sous ce nom 
la moyenne arithmétique des courbures principales d'une sur- 
face. L'équation (6) donne 

,0 / > * \ • * * ' acos© 

\w. «Ji/ ^ r r^ l 

Si les éléments «/a, i/ai des lignes coordonnées sont dirigés 
suivant deux rayons vecteurs de la conique auxiliaire conju- 
gués entre eux, la formule devient 



1 ) sin'9 = - H 

JS39 Wi/ ' r n 



Dans cette même hypothèse, en remplaçant-) — par leurs va- 
leurs (3), ( 3' ) en fonction des secondes courbures géodésiques, 
on obtient 

EnGn, en raisonnant comme dans le numéro précédent, on 
trouve la courbure sphérique de la surface en fonction des 
courbures normales de trois courbes quelconques tracées sur 
la surface parle point que l'on considère, et des angles qu'elles 
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forment entre elles deux à deux ; l'expression de cette courbure 
est 

sinap sin2 9 



/ I . 1 \ . . « . sinaa 
( 1 1 sinasinpsin9=: 



2r 2p 

Cette formule donne naissance à des remarques analogues 
à celles qui terminent le numéro précédent. 

63. De la différence des courbures principales. — La re- 
marque que nous avons faite à la On du n"" 60 prouve que la 
partie radicale de l'équation (6), supposée résolue, exprimant 
la différence des racines de cette équation, Ton a l'expression 

( (~ — ■^) sin*9 

(9) ! ^'"' 7\ , 

que l'on peut aussi écrire sous la forme suivante, en ayant 
égard aux équations (3) et (3')» 

w' (4-i)"-'=(7-^)"-(é-0- 

Si les courbes dtr, d<Ti sont conjuguées entre elles, -y devenant 
nul, on obtient 

Dans ce cas, si l'on exprime les courbures -» — en fonction 

r r» 

des deuxièmes courbures geodésiques correspondantes, au 
moyen des relations 

(lol 1 _ tangy i _ tangy 

on obtient l'expression suivante : 
/ I I \ sin'29 / I I \ . / I I \ 

6. 
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Si le système des lignes coordonnées est rectangulaire, Ton a 






4 

2 



Le carré de la différence des courbures principales est géné- 
ralement égal S la somme de deux carrés. 

64. Indicatrice. — Si, de l'extrémité de l'arc ds, on abaisse 
un plan perpendiculaire à la normale à la surface, menée par 
l'autre extrémité, la projection dn de ds sur cette normale est 
troisième proportionnelle entre ds et le double du rayon de 
courbure p de la section normale suivant Vélémeni ds; l'équa- 
tion (i) devient donc 

, , j sin'cp sin'a sin'6 2sinasin3 

ce qui démontre que l'extrémité de l'arc ds décrit, autour du 
point que l'on considère sur la surface, une conique qui est 
semblable à la conique auxiliaire dont nous avons fait usage, 
semblablement placée, dans un plan parallèle au plan tangent. 
Cette nouvelle conique a été appelée par M. Charles Dupin in- 
dicatrice de la surface au point dont il s'agit, parce qu'en ce 
point elle fait connaître la nature de la suiTace, comme il est 
facile de le voir par la discussion de cette courbe. 

Des ombilics. — Lorqu'en un point de la surface l'indica- 
trice est un cercle, ou, ce qui revient au même, lorsqu'en 
ce point toutes les sections normales ont même courbure, ce 
point est appelé ombilic. Pour obtenir des ombilics d'une sur- 
face, il faut exprimer que les racines de l'équation (6) des 
rayons principaux de courbure sont égales; or, comme la quan- 
tité radicale de ces racines est donnée par l'équation (9), il 
faut égaler à zéro le second membre de cette équation. Comme 
il est égal à la somme de deux carrés, on a les deux condi- 
tions 

I I I coscp 

r r, / r 

On conclut : i** qu'il ne suffit pas que les courbures de deux 
sections normales faites suivant les deux courbes coordonnées 
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soient égales, il faut que la composante normale de la cour- 
bure inclinée soit égale au produit de la courbure d'une des 
deux sections par le cosinus de Tangle des lignes coordon- 
nées; ou, ce qui revient au même, que* la seconde courbure 
géodésique de la section (3) soit nulle; 2** que le nombre des 
ombilics d'une surface est généralement fini , puisque ces 
points sont déterminés par trois équations, qui sont les deux 
précédentes, et Téquation de la surface. Si le nombre deséqua- 
lions se réduit à deux, on trouve une courbe située sur la sur- 
face dont tous les points sont des ombilics; si ces équations 
se réduisent à une seule, la surface est telle, qu'un quelconque 
de ses points est un ombilic. 

Si le système est rectangulaire. Ton a - = — > y = — 7 

c'est-à-dire qu'en ce point les courbures de deux lignes coor- 
données sont égales entre elles, et que la deuxième courbure 
géodésique d'une des lignes coordonnées est nulle. 

65. De l'angle de deux normales à la surface infiniment 
voisines. — Par le point A pris sur la surface, on mène une 
normale extérieure AN, et une droite AN' parallèle à la nor- 
n)ale infiniment voisine menée par l'extrémité du déplace- 
ment ds. Soit AM la projection de AN' sur le plan normal à la 
surface mené suivant ds^ ces trois droites forment un trièdre 

ds 
rectangle suivant AM, l'angle NAM est l'angle — de contin- 

gence de la section normale suivant dsy l'angle MAN' est l'an- 
gle rrr de seconde contingence géodésique de l'arc ds, l'an- 
gle NAN' est l'angle des deux normales, infiniment voisines, 
menées par les extrémités de l'élément ds. Nous représentons 

cet angle par =:• Le trièdre que nous venons de construire 

donne la grandeur de cet angle et l'angle e que son plan fait 
avec le plan normal suivant ds, au moyen des trois équations 
entre les trois angles de ce trièdre : 



NAN' ==:N'A1VI +MAN , 
N'AM:^N'ANsine, MAN = N'ANcose. 



• 
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Si on y remplace ces angles par leurs valeurs, on obtient 



III 



^'""^ W'^^^'^V»' p^W^^"' v'^W^*"'- 

Si Ton a égard aux expressions de ~> y données par les 
formules (i) et (2'), que nous écrirons sous la forme suivante : 

— sin<p= (i-+-jfi)sinp -h(ïi -f-jf)sina, 

(-3) i J^ 

Y sin<p = — ( i -h jf, ) cosp -+- ( I, -+-7 ) cosa, 

on aura, en élevant au carré et en ajoutant membre à membre, 

(i4) ^,sin'9==(i-+-j,)>-+-(i,+jf)»--2(iH-yt)(i.-+-jf)cos9, 

laquelle donne Tangle de deux normales menées à la surface 
par les deux extrémités de l'élément dsy au moyen d'une ex- 
pression symétrique des angles de contingence propre ou in- 
clinée des sections droites faites suivant les lignes coordonnées. 
Cette équation, en y introduisant les courbures correspon- 
dantes aux angles de contingence, prend la forme 

sin*9 /sin(3 sina\* /sina sinp\* 

-w-=\—^-r)^\—^—) 

^ ^ /sinS sina\ /sina sin(3\ 

qui se rapporte à un système quelconque de coordonnées 
curvilignes. 
Si le système est rectangulaire, elle devient 

I _/cosa sina\' /sina cosa\* 

Si de plus les coordonnées sont tangentes aux sections prin- 
cipales, on obtient 

I cos'a sin*a 



qui est une formule connue. 
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Si le système étant oblique coïncide avec deux directions 

conjuguées de la conique auxiliaire, y est nul, et Ton obtient 
réqualion 

sin^o sin^ô sin'a sinasinô. 

-=-2. = JI H 2C0S9 -9 

que l'on peut écrire sous la forme suivante, par suite des re- 
lations qui existent entre r et *<?, r, et ■<?, ( 63) : 

sin*29 _ sin'P sin'a sina«in|3 

4W2 — "içT + ~:çî- -+- 2C0S9 ^^^ • 

Ces différentes formules, se rapportant à divers systèmes 

de coordonnées, font connaître la courbure tî7 en fonction 

w 

des courbures normales propres ou inclinées des lignes 
coordonnées, et des angles que l'élément ds fait avec ces 
lignes. 

Il est facile de voir que si le déplacement d$ prend toutes 
les positions possibles sur la surface autour du point dont il 
s'agit, et qu'on porte, à partir de ce point, sur la direction de 
l'élément ds, des longueurs proportionnelles à la valeur cor- 
respondante de W, l'extrémité de cette longueur décrira une 
conique qui sera représentée dans le système polaire par une 
des équations précédentes. 

Cette conique auxiliaire C, est concentrique avec la coni- 
que C, que nous avons considérée au n® 65, et ses axes coïn- 
cident en*direction, mais non en grandeur. 

On reconnaît aisément que si deux déplacements ds^, dsi 
sont conjugués par rapport à la conique auxiliaire C, et qu'on 
appelle Q l'angle de ces deux déplacements, W„ W, les va- 
leurs de W correspondantes; etVo, V, les valeurs correspon- 
dantes de V, l'on obtient, au moyen des équations (12) et (10), 
les valeurs suivantes 

I __ I II 

w;"^" Vocos0' w;"^ v.cosô' 
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desquelles on déduit les deux relations 
I III 



WoW, ©oGJ. Wo W. 



sind 






I 



Ainsi le produit .^ „ correspondant à deux déplacements ds^, 

dsx conjugués dans la conique C est constant et égal à la cour^ 
bure de la surface. 

66. De la plus courte distance de deux normales infiniment 
voisines. — La plus courte distance dt de deux normales in- 
finiment voisines est perpendiculaire à la fois à la direction 
de ces deux normales; donc elle est perpendiculaire à la 
face NAN' du trièdre que nous avons considéré dans le nu- 
méro précédent; soitri Tangle que celte plus courte dislance 
forme avec le plan normal mené à la surface suivant dsy les 
deux dernières équations (12) deviendront 

^ I siny? I cosTî 

or, si Ton appelle a', (3' les angles que la pins courte dis- 
tance dt fait avec les lignes coordonnées dtr, û^o-,, Ton a les 
deux équations 

sin^cos/j := sinacos(3'H- sin(3cosa' 
= sina'co^ip + sin(3'cosa, 

— sin cp sin yj = sin a sin (3' — sin p sin a' 
= cosa'cosp~ cos(3'cosa. 

D'après cela, les valeurs de -? =^ donneront 
'^ p Vf 

sin^Q . / . o sin a' . sinû'V 

— ^ = -^ sin 9 ( sm (3 -.^ - sin « ^ T, 

(i5') { 

sin^cp _ . / « sina' sin^'X ^ 



= — sin 9 ( cos (3 — ^rr — h c 



cosa 



or, les équations (i3) peuvent s'écrire sous la forme 



(i3) 



sin'op . -, /sinû sina\ . /sina sin6 

'-= sinû ^ H 7- -f-sina 1 7-^ 

P \ r II \ r. / 

sin'9 ^ /sin6 sinaX /sina sin6\ 
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identitiant ces équalions avec les équations (i5'), nous trou- 
vons 



sinqp . , sinô sina 



(,6) 



W 



i sincp . ^, sin 



a 



l 

sin (3 



Ces deux équations font connaître les angles a', P' que la plus 
courte distance dt fait avec les deux lignes coordonnées rfo-, 
fif(7i, en même temps qu'elles donnent la signiGcation géomé- 
trique de deux binômes, qui sont les seconds membres des 
équalions (i6), et qui se présentent souvent dans la théorie. 
Pour obtenir l'expression de la plus courte distance dty il 
suffît de projeter une ligne quelconque, par exemple dsy com- 
prise entre les deux normales, sur cette plus courte distance; 
on obtient ainsi 

W 

dt =: ds cosyj =z~ ds -^« 

67. Point centraly sa distance au plan tangent, — Le point 
où la plus courte distance dt rencontre la normale est appelé 
point central; calculons la distance de ce point au plan tan- 
gent [fig. 7). Soit A le point considéré sur la surface, A' le 




point infiniment voisin, AC la direction de la plus courte dis 
tance dt. Si l'on mène suivant AC un plan normal à la sur- 
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face, il rencontrera la normale A'D au point central D. En ap- 

pelant A le segment CD, le triangle CA'D donne t^tt- = r=r, 
donc 

(■7) 



A WsinTi W» /vsin'i] 

Si l'on veut avoir la surface engendrée par la plus courte 
distance de deux normales infiniment voisines, lorsque la se- 
conde prend toutes les positions, par suite de la rotation de ds 
autour du pied de la première, en prenant pour axes coordon- 
nés des X et des j- les deux tangentes aux deux sections prin- 
cipales, et pour axe des z,la normale, les deux équations(f6), 
rapportées au système rectangulaire de deux sections princi- 
pales, donnent, par la division. 



- = tangflc =: — cot«. 



et la deuxième équation (17) dans le même système, en rempla- 
çant A par Zj devient 

cos'flc sin'flc 






cos'a sin'a 






L'élimination de a entre ces deux équations donne l'équa- 
tion de la surface conoîde cherchée 

z = 



On déduit facilement de ce qui précède que, pour deux di- 
rections de dsy conjuguées entre elles dans la conique C, les 
distances A et Ai correspondantes à ces directions sont entre 
elles comme les rayons de courbure des sections normales 
faites suivant ces directions. 

68. Distribution des normales autour d'un point. — Cher- 
chons l'intersection de la normale infiniment voisine de celle 
considérée avec le plan normal mené suivant l'élément </o-| d'une 
des deux lignes coordonnées. Soit (Jig»'j)ce plan normal ABE, 
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£ la trace de la normale A'D; appelons dut la longueur AB, 
et B£ = + di, le triangle BA'E d'une part et le triangle BAA' 
de l'autre donnent 



BA' . ds ds BA' 


dui 


BE W' cos(P--yî)"~sinp 


cosn 


On déduit de ces équations 




/,o. sinp cos(P-yï) 




(19) dui j^ — -ds. 

^^' COS(p — 71) 





Si l'on développe le cosinus» en ayant égard aux équa- 
tions (i5), l'on trouve pour les équations (i8) et (19) 

, Q,. sinô sinô cosô 

(.8) -è-- = ~^ V-' 

(.9) -^s,np = -;^. 

Si l'on substitue dans ces équations les valeurs de -9 -r^ don- 
nées par les équations (^3), on trouve 



(18") 



— (^HÈ sin« \ 



sin^<psinp / sin(3 _^ sin« 



— C0S9 



/sina sin(3\ , , 



dui sin'9sin^ 
ds di 



(19^) j = sin'a [j - ^j + sinasinp ^-^ - y^ 

. ,-j /i cos<p\ , , 
-sin»p(y ^j (2). 

Les valeurs de ^1 et de dui sont les coordonnées recti* 
lignes orthogonales de la trace de la normale infiniment voisine 
avec le plan normal mené suivant dtri, de sorte que si l'on 
élimine a et ^ de ces deux équations, au moyen de la relation 
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a -h (3 = (p, on aura la courbe décrite par celle irace dans 
ce plan normal, lorsque Félément ds esl connu en fonciîon de 
a ei de (3, ce qui revient à dire que l'on se donne la courbe 
décrite par rextrémilé de cet élément variable, tournant au- 
tour de Tautre extrémité. 

Lorsque cet élément décrit un cercle sur la surface, cette 
courbe est du quatrième degré, comme on le verra plus bas. 

Mais quelle que soit la courbe décrite par ds, si le système 
des coordonnées da^ é/o-, esl orthogonal, et coïncide avec les 
directions des sections principales, les équations (18'') et (19'') 
donnent 

Ox TïTo 

/ m^ dUx l . / I I \ 

(19 ) -1 =sma h 

as CJo \T5Jo CTi / 

le lieu des traces dans le plan de la section principale qui a 

pour courbure — est une parallèle à la tangente de cette sec- 

lion, située à la distance gto de cette tangente, et Ton trouve- 
rail de même que le lieu des traces dans le plan de Tautre sec 
lion principale esl une parallèle à la tangente à celte section, 
située à la distance gji de celle tangente. 

Ainsi, quelle que soit la courbe infiniment petite décrite 
par ds, considéré comme rayon vecteur variable en grandeur 
et en direction autour du point pris sur la surface, la normale 
menée par chaque point de cette courbe s'appuie à la fois sur 
deux droites parallèles aux tangentes de ces sections, menées 
chacune par le centre de courbure de l'autre section. Ge théo- 
rème esl dû à Sturm. 

Si la courbe infiniment petite décrite par ds est une ellipse, 
ayant les demi-axes a et 6, dirigés dans le même Sens que 
ceux de la conique auxiliaire C, la surface réglée décrite par 
la normale est donnée par l'équation 

I «/ — ». » 



é 

Lorsque Ton coupe la surface réglée par des plans parallèles 
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au plan des xy^ on trouve des ellipses; deux de ces ellipses 
dégénèrent en lignes droites, qui sont les deux directrices de 
la surface, et deux sont des cercles. Cette dernière circonstance 
a lieu lorsque Ton prend pour distance du plan sécant, Tune 
des deux valeurs de z données par les deux équations 



a h a-h b 


a 


b 


1 ? 






GJo C7i Z 


GTt 


TSi 



a 



L'une de ces conditions exige que le plan parallèle au plan 
des xy soit compris entre les deux centres des courbures 
principales, et l'autre que le plan soit situé en dehors. 

Quant à la courbe interceptée sur la surface réglée par un 
plan normal mené par un point considéré, et formant avec la 

section principale, dont la courbure est — » un angle quelcon- 

que 9, elle est de quatrième degré, et son équation, rapportée 
aux coordonnées rectangles z et la distance v d'un point à 
l'axe des z, est 



I I 



)s^V ""^0/ sin^0V ^J 



7 



cos 

69. Des traces associées de la normale infiniment voi- 
sine sur deux plans normaux. — Nous appelons traces asso- 
ciées de la normale les intersections de cette normale avec 
les deux plans normaux à la surface menés par les deux élé- 
ments d<7, dfjt des lignes coordonnées. En appelant toujours û^m, 
et 3, les coordonnées de la trace de la normale faite dans le 
plan normal suivant rf(Ti, et rfa, â les coordonnées de la trace 
de cette même normale sur le plan normal mené suivant da^ 
on déduit sans peine des deux équations contenues dans le 
type (18) les deux équations 

sin9 sin(3cosa sinacos(3 



lesquelles donnent la courbure -» et la seconde courbure géo- 
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désique -^ d'une section normale faite suivant ds en fonction 

des distances d et it an plan tangent, des traces que la nor- 
male menée à l'extrémité de cet élément fait a^ec les deux 
plans normaux menés suivant les éléments des lignes coor- 
données. On déduit de cette formule 

sîn'Q sin'flc sin'3 asinasinô 

Ces formules nouvelles sont très-générales et renferment, 
comme cas particuliers, toutes les expressions déjà données 
de p^ de V et de W; elles ne laissent rien à désirer sous le 
rapport de la simplicité. 

Les équations (19') comparées entre elles donnent l'expres- 
sion 

dut sinp du sina 

"ds di ^rff "d 

Les équations (18'') peuvent s'écrire sous les deux formes 
suivantes : 

sina . a /sino sino cosqX 



sinô 

- ^=sma 



(sin9 sin9 cos9\ 



Or, si l'on multiplie l'une par l'autre, on obtient 

I sin*<p siny /siny cosyX siny/siny cos<p\ 



+ 



( siny cosy \ /siny cosy\ 



équation que l'on peut aussi écrire comme il suit 

_i L( L^^^^^\ L( ^ coiy\ I 

Ces équations expriment que les distances au plan tangent des 
traces d'une normale sur deux plans de deux sections nor- 
males invariables satisfont à la division homographique , 
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pourvu que celle normale, dans ses différentes positions, soit 
infiniment voisine du point considéré. 
Si Ton élimine Tangle a dans les équations (19"^), on trouve 

du] du 



fs] ds^ cj 



\ds^ \m9 Wi) ' 



donc, si ds reste constant et que par les deux traces on mène 
des plans perpendiculaires aux deux tangentes des sections 
principales, Tenveloppe de la ligne d'intersection des deux 
plans est un cylindre elliptique. 

Soit èi la distance au plan tangent de la trace de la même 
normale avec un plan normal mené suivant un troisième élé- 
ment ddi, formant avec ds Tangle Pi et Tangle (rfo-,, dcr^) 
avec rfo-i. Ton a Téquation 

sin(rf5, ddi) s'in {d<r, dtjx) sin( J5, rfo-)sin(rf(T,, rfo-,) 



sin(fi^5, rf(7i)sin(rf(y„ rfc) 



= 0. 



70. Des lignes de courbure. — On appelle ainsi les lignes 
iracées sur la surface telles que si, en deux points infiniment 
voisins pris sur une de ces lignes, on mène deux normales 
à la surface, ces deux normales se rencontrent, ou du moins 
leur distance est un infmiment petit d'ordre supérieur. 

Pour avoir l'équation des lignes de courbure, il suffît 
d'exprimer que la distance de deux normales infiniment voi- 
sines est nulle; or, si l'on se reporte à l'expression de cette 
distance trouvée à la 6n du n** 66, on voit que ds n'étant pas 
nul, ni l'angle W des deux normales, on trouve pour condi- 
tion ^=0, c'est-à-dire que la seconde courbure géodésique 

est nulle, et réciproquement. Nous avons déjà vu qu'il existe 
deux directions pour lesquelles la seconde courbure géodé- 
sique est nulle, et que ces deux directions sont celles des 
seciions principales. Donc les directions des deux sections 
principales en un point sont celles des deux lignes de cour- 
bure en ce point. Ce qui revient à dire qu'en ce point les deux 
sections principales et les deux lignes de courbure sont tan- 
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1 



gentes. Si Ton développe la condition ^, = o, en remplaçant 

les sinus par les arcs coordonnés proportionnels, on trouvera, 
pour l'équation des lignes de courbure dans un système quel- 
conque de coordonnées curvilignes. 



■"■{\-'-^)*''Hi-7)-"-(i-'^) 



0. 



Cette équation fait connaître toutes les propriétés et ren- 
ferme toute la théorie des lignes de courbure. On voit qu'en 
chaque point il y a deux lignes, puisque l'équation est du se- 
cond degré, et l'on voit aussi que ces deux lignes se coupent 
à angle droit. En effet, si l'on appelle m« et /n, les deux va- 
leurs du rapport-^ qui satisfont à cette équation, l'angle 6 
des deux lignes est donné par la formule 

^ sin9(mi — m,) 

(/îi, -|-in,)cos9 -»-(n-'w«'n,j 

or, en remplaçant m, et m, par leurs valeurs, on trouve un dé- 
nominateur nul. 

Lignes de courbure communes à deux surfaces. — Soient 
deux surfaces F et Fi qui se coupent suivant une courbe £, 
et sous un angle y variable d'un point à un autre de la courbe £; 
cherchons la variation de l'angle 7 lorsqu'on passe d'un point A 
à un point A' infiniment voisin pris sur l'intersection com- 
mune. Soient An, A/i, les deux normales extérieures aux sur- 
faces F, F»; A'n', A'/i', les deux normales infiniment voisines; 
A' V, A'V, les projections de ces deux dernières sur les plans 
normaux nkk'y nykk! . L'angle des deux normales au point A 
étant y, il devient y -\- dy lorsqu'on passe au point A'. Or ce 
dernier angle est la somme djes trois angles «' A'V, VA' V,, 
V, A'n',; le premier et le dernier sont les angles de deuxième 

contingence géodésique T7 » v" ^® l'intersection E par rapport 

aux deux surfaces F, F,; le second ne diffère de l'angle y que 
par les infiniment petits d'ordre supérieur au premier; on a 
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donc l'équation 

, ds ds 

dY = Y + V,' 

Théorème I. — La variation de V angle de deux surfaces ^ 
quand on passe d'un point à un autre infiniment voisin sur la 
ligne d'intersection y est la somme des angles de deuxième con- 
tingence géodésique de V intersection par rapport aux deux 
surfaces. 

On en déduit la variation finie quand on passe d'un point à 
un autre de l'intersection. Ces deux points correspondant aux 
valeurs 5,, Sx de l'arc s de cette intersection et aux valeurs y„ 
y, de y^ on obtient, par intégration, 



r'^ds C'^ds 



Théorème II. — Si les deux surfaces se coupent sous un 
angle constant et que la courbe £ d'intersection soit une ligne 
de courbure par rapport à la surface F, elle sera aussi une 
ligne de courbure par rapport à la surface F|. 

En effet, dy et r^ étant nuls, le théorème I exige que ^ 

soit aussi nul. Donc. ^ . . 

Les propositions réciproques de ce dernier théorème sont 
également vraies. 

Théorème III. — Si trois surfaces F, Fi, F, se coupent deux 
à deux orthogonalementy elles se coupent aussi deux à deux 
suivant leurs lignes de courbure. 

£n effet, de ce que les trois surfaces se coupent deux à 
deux sous angle constant, la somme des angles de deuxième 
contingence géodésique de chaque ligne d'intersection par 
rapport aux deux surfaces qui la déterminent est nulle par 
suite du théorème I, ce qui fournit trois équations entre six 
inconnues. De ce que les trois lignes d'intersection forment 
deux à deux des angles droits, la somme des angles de deuxième 
contingence géodésique de deux lignes d'intersection par rap- 
port à la surface sur laquelle elles se trouvent est aussi nulle, 

7 
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d'après le n<*58, ce qui fournit trois nouvelles équations entre 
les six mêmes inconnues. Or ces six éc^uations sont linéaires, 
binômes, privées du terme constant, entre six inconnues. Donc 
chacune de ces inconnues est nulle, ce qui exige que les lignes 
d'intersection soient chacune une ligne de courbure par rap- 
port aux deux surfaces qui la déterminent. Donc. . . . 

Nous nous occuperons plus loin de la recherche des lignes 
de courbure d'une surface donnée. 

71. Des tangentes conjuguées. — Si, par deux points infini- 
ment voisins A, A', pris sur une surface, on mène deux plans 
tangents T, T', l'intersection de ces deux plans est une tan- 
gente conjuguée de la tangente kk\ La théorie des tangentes 
conjuguées a été introduite dans la Géométrie par M. Charles 
Dupin. 

Théorème. — Deux tangentes conjuguées sont parallèles à 
deux diamètres conjugués de l'indicatrice. 

£n effet, le plan P de l'indicatrice du point A passant par le 
point infiniment voisin A' est parallèle au plan tangent T en A; 
donc, les intersections de ces deux plans avec le plan T' tan- 
gent en A' sont parallèles; or, l'intersection des plans T' et P 
est la tangente à l'indicatrice, donc elle est conjuguée du rayon 
vecteur mené en A', lequel, à la limite, se confond avec la tan- 
gente AA'. Donc ces deux tangentes conjuguées sont paral- 
lèles à deux diamètres conjugués de l'indicatrice. 

Corollaire I. — Si une tangente ^ est conjuguée d'une autre 
tangente t' en un point A de la surface , réciproquement la 
tangente /' sera conjuguée de la tangente /, puisque la con- 
struction des deux tangentes dans ce second cas conduira à 
deux lignes parallèles à deux diamètres conjugués. 

Corollaire IL — Si une courbe C est tracée sur une surface 
et qu'en chacun de ses points ^on mène les plans tangents à 
la surface, on obtiendra une surface développable dont la gé- 
nératrice rectiligne sera en chaque point conjuguée de la tan- 
gente à la courbe qu'elle rencontre en ce point. 

Corollaire IIL — Si la courbe C est une ligne de courbure 
de la surface F, elle sera aussi une ligne de courbure de la 
surface développable. En effet, sur celte dernière, la tangente 
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à la courbe et la génératrice sont deux tangentes conjuguées 
orthogonales. Donc. . . . 

Corollaire IF. — La courbe C a mêmes composantes nor- 
male et tangentielle de sa courbure propre par rapport à la 
surface F et par rapport à la surface développable, puisque les 
plans tangents et normaux à ces deux surfaces suivant l'élé- 
ment ds de la courbe sont les mêmes, et que d'ailleurs la Ion- 
gueur de l'élément ne change pas. 11 en est de même des com- 
posantes normale et tangentielle de la courbure inclinée de 
la courbe C suivant les directions conjuguées. 

Corollaire F. — Si Ton développe la surface développable 
sur le plan tangent à la surface F en un point de la courbe C» 
les composantes tangentielles des courbures propres ou in- 
clinées suivant les génératrices, ne sont pas altérées, puisque 
les angles tangentiels ne sont pas altérés, et que l'élément ds 
reste invariable pendant le développement. 

Corollaire FL — Si la courbure tangentielle de la courbe C 
est nulle, la courbe C se changera en ligne droite sur la sur- 
face développable après le développement ; et si cette cour- 
bure est constante, elle se changera en cercle sur la seconde 
surface développée. Généralement, si la courbure tangentielle 
est seulement fonction de l'arc s, et de l'angle de contingence 
tangentielle, la courbe obtenue par le développement de la se- 
conde surface jouira de la même propriété. 

Corollaire Fil. — Si deux courbes C, G tracées sur une sur- 
face sont tangentes, ou ont un contact d'un certain ordre, les 
deux surfaces développables qui enveloppent la surface sui- 
vant ces deux courbes seront aussi tangentes, ou auront un 
contact du même ordre, suivant la génératrice menée au point 
de contact. 

72. Condition pour que deux courbes C et C tracées sur 
une surface soient conjuguées. — Deux courbes C et C sont 
conjuguées lorsque les tangentes au point d'intersection sont 
conjuguées. D'après ce que nous venons d'établir, ces deux 
tangentes sont parallèles à deux diamètres conjuguées de l'in- 
dicatrice; ceci entraîne la condition (n® 57) que la composante 



lOO LIVRE I. — PROPRlfiTÉS GfiNÉRALBS DES COURBES, ETC. 

normale -^ ^^ la courbure inclinée de Tune des deux courbes 

par rapport à Tautre soit nulle; donc, en remplaçant dans 

. . V j * , , sina sinai 

lequation (2) du même numéro, les rapports -7-^' -' fl * 

par les rapports (-r-^) > ("^) ^^s arcs coordonnés qui se 
rapportent aux deux courbes, on aura la condition suivante : 

Cette équation servira à reconnaître si deux courbes tracées 
sur une surface sont conjuguées entre elles; et lorsque Tune 
des deux courbes sera donnée, elle sera .la différentielle de 
réquation de la courbe conjuguée. 

Lorsque les lignes coordonnées sont conjuguées, cette 
équation devient 

(2) --h(—\ (—\ —=0 

r \d(T /• \rfo- /i r, ~ 

Si Ton demande un système de deux courbes conjuguées 
se coupant sous un angle donné 0, il faudra que les rapports 

( -T-^J '(-j-^) î que Ton représente, pour abréger, par mo et m,, 

satisfassent à la condition exprimée par tangd, au n®70; de 
sorte que si Ton élimine entre cette condition et la première, 
que nous avons écrite dans ce numéro, le rapport m«, ou bien 

-7-^1 î on trouvera pour condition générale des courbes con- 
juguées se coupant sous l'angle 0, Féquation 



( 



/rfg.yr sin(y>~0) sinO ^ 



/ox ] (d(T,\ r/i i\ . ^ acosOsinol 

rsin(o H- 9) sin0"| 

Cette équation doit renfermer, comme cas particulier, Té- 
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quation des lignes de courbure qui correspondent à la valeur 

de B égale à - ; et on retombe en effet sur cette équation 

lorsqu'on introduit cette hypothèse dans Féquation précédente. 
Si les coordonnées sont conjuguées entre elles, l'équation 
précédente devient 

M^/i rx \d(T/i \r r,/ r 

Si les coordonnées sont les lignes de courbure de la sur- 
face, on a 



(è):^'-fê),(7-^)-» 



cosd 
H = o. 
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CHAPITRE VL 

DES POLYGONES GÉODÉSIQUES. 



73. Existence d'un principe fondamental relatif aux été- 
ments tangentiels. — Les propositions que nous avons dé- 
montrées dans les Chapitres qui précèdent sont de deux 
sortes : les unes se rapportent aux éléments tangentiels des 
courbes tracées sur la surface, c'est-à-dire aux projections des 
éléments des courbés sur le plan tangent à la surface; les au- 
tres se rapportent aux éléments normaux de ces courbes, c'est- 
à-dire aux projections de leurs éléments sur le plan normal à 
la surface. Or toutes les propositions de la première espèce 
peuvent se condenser en un seul principe géométrique, relatif 
à la somme des angles d'un polygone géodésique, en enten- 
dant par là un polygone dont tous les côtés sont des lignes 
géodésiques. Ce principe est pour la Géométrie des surfaces 
ce qu'est pour la Mécanique le principe des forces vives , 
dominant, comme lui, tous les faits d'une même catégorie 
dont ils sont la conséquence immédiate. C'est l'illustre Gauss 
qui Ta énoncé, et ce géomètre ne s'est point mépris sur la na- 
ture de ce principe, lorsqu'il a écrit ces lignes (*) : « Ce théo- 
rème, si nous ne nous abusons point, peut être compté au 
nombre des plus élégants de la théorie des surfaces courbes; » 
il aurail pu ajouter qu'il est aussi un des plus féconds. 

11 se présente comme conséquence des formules, déjà éta- 
blies, qui se rapportent aux courbures tangentielles des lignes 
tracées sur les surfaces, et cela de plusieurs manières ; on 
peut aussi l'établir directement. Mais comme les formules re- 
latives aux courbures normales sont indépendantes de ce prin- 
cipe , au lieu de commencer par la démonstration du principe 



(*) Recherches sur les Surfaces, § XX. 
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de Gauss, comme nous aurions pu le faire, il nous a paru pré- 
férable de suivre une marche qui donnât à la fois et les théo- 
rèmes relatifs aux courbures tangentielles et ceux qui sont 
relatifs aux courbures normales. Mais, dans les applications, il 
convient de faire usage de ce principe, qui donne sans effort 
une des équations de la question. 

Ik. Transformation sphérique des lignes tracées sur la sur- 
face. — Soit une ligne s tracée sur la surface; des différents 
points de cette ligne menons des normales dans le région ex- 
térieure de la surface; du centre d'une sphère de rayon égal 
à I, menons des parallèles aux normales, par un déplacement 
effectué dans le même sens. On détermine ainsi sur la sphère 
une courbe qui est dite la transformée sphérique de la courbe 
tracée sur la surface, et qui en est comme Timage semblable- 
raent placée, c'est-à-dire que, lorsque sur la surface deux li- 
gnes partent d'un même point, dans deux directions, les lignes 
correspondantes partent d'un même point, et sont semblable- 
ment placées, ce qui exige que la ligne située à droite de l'autre 
sur la surface ait sa transformée située à droite de la transfor*- 
mée de la seconde ligne, quand on se placera de la même ma- 
nière sur les deux surfaces, dans leurs régions extérieures. 

Transformée sphérique d'une ligne de courbure. — Nous 
démontrons les propositions suivantes : 

i*" Les arcs infiniment petits correspondants de la ligne de 
courbure et de sa transformée sont parallèles. En effet, les nor- 
males à l'extrémité de l'arc da et de son transformé d(/ sont 
parallèles, et comme les premières se rencontrent et ne diffè- 
rent en longueur à partir du point de rencontre que d'un inti- 
ment petit, il résulte que les deux arcs sont parallèles, et que 
les plans des secteurs correspondants sont parallèles. 

2° Deux plans normaux à la surface et à la sphère suivant 
des arcs correspondants sont parallèles. Cela résulte de la pro- 
position 1**. 

3° Deux arcs correspondants rfo-', d<7 sont liés entre eux par 

d CT^ I 

la relation -r— = — ? wo étant le rayon principal de courbure 

de l'arc rfo-. 
4° Les angles de contingence tangentielle de la courbe or et 
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de la transformée <j' sont égaux en des points correspondants. 
£n effet, deux plans normaux infiniment voisins de la courbe a 
sont parallèles aux plans normaux de la courbe a' aux points 
correspondants; or l'angle des deux premiers est égal à Tangle 
des deux derniers ; ces deux angles sont les projections tan- 
gentielles des angles de contingence des deux courbes. Donc... 

5<* La surface développable, lieu des normales à la surface 
aux divers points de la ligne de courbure a, et la surface co^ 
nique, lieu des rayons de la sphère parallèles à ces normales, 
sont telles, qu'après le développement sur un plan des deux 
surfaces, les angles des génératrices correspondantes sont 
égaux. 

6° A un double système de lignes de courbure de la surface F 
correspond un double système de lignes sphériques orthogo- 
nales. 

75. Mesure de la courbure d'une surface. 

Théorème. — Quel que soit le contour infiniment petit tracé 
autour d'un point sur une surface^ le quotient de l'aire du con- 
tour sphérique correspondant par l'aire du premier contour est 

constant et égal à V inverse du produit des rayons princi- 

eipaux de courbure. 

En effet, soient dQ,y dO! les aires de ces deux contours, elles 
peuvent être décomposées par le système des lignes de cour- 
bure d<7, d(Ti et par les lignes sphériques correspondantes de', 
d(T\ en quadrilatères orthogonaux infiniment petits. Les aires 
de deux quadrilatères correspondants auront pour expression 
dad <7i, d(j^ d(T\; donc, en vertu du théorème III du numéro 

précédent 

, , , , dddat 

et en faisant la somme des quadrilatères correspondants de 
part et d'autre, l'on aura 

aiZ' = • C.Q.F.D. 

C'est à cause de l'invariabilité du rapport de dQ! à dH pour 
un point de la surface, lorsque le contour de ce point est 
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quelconque, mais intiniment petit, que Ton prend, d'après 
Gauss (*), ce rapport pour mesure de la courbure de la surface 
de ce point. Telle est la démonstration annoncée au n^ 61. 

Si Ton considère Q' et Q les aires de deux contours finis cor- 
respondants, Ton a £2'= / / étendue à toute la surface 

J J CJaCJi 

du contour, et cette intégrale double, qui joue un rôle impor- 
tant dans h théorie des lignes tracées sur la surface, est ap- 
pelée la courbure intégrale de la surface dans toute l'étendue 
du contour, nous rappellerons aussi aire sphérique du contour. 

76. Théorème de Gauss. — Dans un polygone de n côtés 
géodésiquesy l*aire sphérique du polygone correspondant est 
égale à la somme des angles de ce polygone , diminuée d'au- 
tant de fois deuxnngles droits qu'il y a de côtés moins deux. 

Démontrons d'abord le théorème pour le triangle géode- 
sique A, B, C. Il s'agit de calculer l'aire sphérique QI de ce tri- 
angle. Prenons, pour système coordonné sur là surface, les 
arcs géodésiques menés du point A [fig. 8) et l'angle e qu'un 

Fig. 8. 




arc géodésique o- fait avec le côté AB. D'après cela, l'élément 
de l'arc orthogonal des rayons géodésiques sera rfo-, = H, rfs, 
H, étant une fonction de o- et de s; on aura donc 

çy, r TH, dd de 



Hf 



Or, si l'on applique la formule (9*'') du n° ki et la formule 



(*) Recherches sur les Surfaces, § VI. 
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(S"*) du n* 29, on a 



(U I— T » -j = il) 



Si l'on a égard à la première équation, ei qu'on intègre la va- 
leur de Q! par rapport à d*jy Ton a 



Q! =— i /— -1 -h const.j rfe. 



Or, pour a = o, l'on a 
dd(Tt 



da 



= dty c'est-à-dire 



m.- 



I numéro. 



Donc, l'intégrale devient, en ayant égard à la seconde des équa- 
tions (i), 

mais, d'après la formule (6) du n<* 47> Ton a, dans le système 
de coordonnées géodésiques, a étant l'angle qu'un rayon géo- 
désique quelconque fait avec la courbe BC, l'équation da, = li, 
car l'angle 9 est droit, et la courbe BC étant géodésique, I est 
nul. Substituant cette valeur de Ii dans l'équation précédente, 
on obtient 

(2) =hi2' = (7r — A — B — C). c. q. f. d. 

Donc, la somme des angles d'un triangle géodésique tracé 
sur une surface quelconque est supérieure ou inférieure à 
deux angles droits d'une quantité qui a pour expression l'aire 
sphérique du triangle géodésique, suivant que la surface est 
concavo-concave ou concavo-convexe. 

On passe sans difficulté de ce cas à celui d'un polygone quel- 
conque géodésique en décomposant ce polygone en triangles 
géodésiques. La démonstration que nous venons de donner est 
celle de Gauss, toute basée sur les deux équations du présent 



77. Principe plus général. — Le théorème de Gauss ainsi 
qu'une infinité d'autres se présentent comme conséquences 
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d'un théorème encore plus général. Transcrivons les deux 
équations (lo) du n° 37 : 

(!iB|f^=-rf.[i,+'(9)]-rf,[i4,'(9)]-rf.rf.^(^), 

[ ""k(^) ' = d,[h'i,'{<f)]+d,m'{<f)]^d,dM^). 

Si nous intégrons la première équation entre deux valeurs 
de p„ ^f et p^J^, et le résultat obtenu entre deux valeurs de p, 
p(«) etp^'^et qu'on représente par UJ^j l'intégrale double du pre- 
mier membre, par A, B, C, D les angles du quadrilatère curvi- 
ligne correspondant aux limites que nous venons de fixer, et 

par rfo",, r^ Tare et la projection tangentielle de la courbure 

d'une quelconque des lignes coordonnées qui Ifmitent le qua- 
drilatère, on aura (fig. 9 ) 

(4)Uw— +(A)-f- + (7r-B)-q.(C) + + (7r-D)-J^+'(9), 

le signe 1 du dernier terme s'éteildant à tout le contour, et 

l'indice 1 devant être zéro ou 1, suivant que Ton intègre le 
long des lignes de la série pi ou de la série p. 




En opérant de la même manière sur la seconde des équa- 
tions (i) du présent numéro, et en représentant par -r- 'a pro* 
jection tangentielle de la courbure inclinée d'une quelconque 
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des lignes coordoDoées qui terminent le contour, on aura 

(5) U;,. = 4.(A)-4.(r-B)-ha;(C)-6(7:-B)-^J^+'((p), 

dans laquelle le signe I du dernier terme se rapporte à tout 

le contour, pourvu que l'indice i soit-fiiit égal à zéro ouà i, 
suivant que l'on intègre le long des lignes de la série pi ou de 
la série p. 

Il est évident que les deux théorèmes (4) et (5) jouissent 
de la plus haute généralité, et s'appliquent à toutes les formes 
de la fonction ^. 

Si le quadrilatère est géodésique, les intégrales contenues 
dans le dernier terme de la formule (4) disparaissent, et l'on a 



'»'// 



" z=:_^j,(A)-i-4;(7r — B)— lKC)^-+{7r — D), 



K(^) 



dont le second membre ne dépend que de la fonction ^ et 
des angles du quadrilatère géodésique. 

78. application des formules précédentes. — i*Si l'on sup- 
pose que la fonction ^ de l'angle cp est logsincp, n"* 38, la for- 
mule (4) du numéro précédent devient 

i r r^^^^« /cosii cosfX 
j^, \JJ "inr^'V^^'"^^/ 

' i , sinA.sinC rrfo",- 

r ='og-T— =: — r— ttH- I -5-col9; 
! sinB.smD J R, ^ 

et si le quadrilatère est géodésique, on obtient 

(H) rdadai/cosu rosvX sinA.sinC 

^ ^ J sin»<p \"^S7 ~ <4ÏT / "" ^^ sînB.sinD' 

2<> Si Ton suppose que la fonction ^ est log tang - (cp), n°38, 
on trouve la formule 

( C C ^'^doi /cosii, cosc,\ 
, \ j j sin'<? \'ÂÂ:~~^) 

= log^langiA.langiB.langic.langlD)+J^- 
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Dans cette dernière formule, les intégrales du second membre 
disparaissent si le quadrilatère est géodésique. 

Nous avons choisi de préférence, pour nos applications, ces 
deux formes particulières de la fonction 4*» parce qu'elles 
nous sont imposées en quelque sorte par les équations (6') du 
n« 37. 

3*» En supposant le quadrilatère géodésique et la fonction 
(|;(9) égale à 9, on a le théorème de Gauss, pour le quadrila- 
tère géodésique; ensuite, en supposant un côté infiniment 
petit, on retombe sur ce théorème appliqué au triangle géodé- 
sique, et on s'élève enfin au cas d'un polygone géodésique 
quelconque, comme on Fa indiqué au n® 76. 

79. Théorème de M. Bonnet. — Ce théorème donne l'ex- 
pression de Taire sphérique d'un polygone quelconque de 
n côtés. Il se présente comme une conséquence intuitive de 
celui de Gauss. En effet, si par les différents points infiniment 
voisins des côtés du polygone on mène des arcs géodésiques 
tangents en ces points à ces côtés. Ton obtiendra un poly- 
gone géodésique. Si Ton appelle I| la projection tangentielle 
d'un angle quelconque de contingence d'un de ces côtés, cet 
angle sera le supplément de l'angle intérieur correspondant; 
on aura donc, en appliquant le théorème de Gauss, au poly- 
gone ainsi construit, et en appelant A, B, G, D, £,... les 

angles finis du polygone, le signe \ s'étendant à tout le con- 
tour, 

r r^ = A -f- B 4- G -t- D -^ E -f- . . . - y l,-(/i ~ 2)7r. 

Ce théorème se démontrerait directement au moyen de la 
formule (4) du n*» 77, en y faisant 4" (9) égale à 9 et en passant 
au cas d'un polygone quelconque, comme on vient de l'indi- 
quer à la fin du numéro précédent. 

80. Théorèmes semblables. — Les formules que nous avons 
établies aux n^ 38 et 39 donnent naissance à des théorèmes 
semblables. 

Écrivons la seconde des équations (10) du n"* 38, nous au- 
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rons 

//<T ///r. cin (p 



GToC^'i 



Si Ton intègre les deux membres, dans toute l'étendue du qua- 
drilatère limité par les courbes qui ont été déGnies au com- 
mencement du n® 77, on aura 

— / / — ^ ^r=A-}-B-hC-hD — 27r-4- > Jt4- > J, 

dans laquelle le terme N J est la somme des projections tan- 

gentielles des angles de contingence inclinée des deux côtés 
opposés du quadrilatère formé par quatre lignes coordonnées, 

et\ Jt est la somme des projections des angles de contingence 

inclinée des deux autres côtés opposés. De là on déduit: 

Théorème. — Dans un quadrilatère formé parles deux lignes 
d'une série d*un système de coordonnées, coupées par deux 
autres lignes de Vautre série, la somme des angles, augmentée 
de la somme des projections tangentielles des angles de con- 
tingence inclinée des quatre côtés par rapport aux courbes de 
la série qui coupent ces côtés, est supérieure ou inférieure à 
36o degrés, et l'aire sphérique du quadrilatère égale la diffé- 
rence. 

Si nous écrivons la formule 

2rf(Trf<TiSin9 -^ IN . J /¥ Tx 

et que nous intégrions, nous obtiendrons, en représentant 
par 2U' l'intégrale double du premier membre, 

chaque intégrale s' étendant aux deux côtés opposés du qua- 
drilatère. 



1 
ou bien 
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Cette équation donne 

Théorème. — Le double de l'aire sphérique d*un quadrila- 
tère formé par quatre lignes coordonnées est la somme des 
projections tangentielles des angles de contingence propre di- 
minuée de la somme des projections tangentielles des angles 
de contingence inclinée des côtés du quadrilatère. 

Il est bon de remarquer que, dans ces différentes formules, 
une somme telle que \ I, dépend d'une intégrale de la forme 

f -jT-» qui est connue en fonction de p, p, dans chaque système 

des coordonnées; or il peut se faire que quelques-unes de 
ces intégrales viennent à s'annuler par la nature du système 
ou bien par celle du contour que Ton considère. Ainsi le 
théorème de Gauss pourra exister pour d'autres polygones que 
les polygones géodésiques. 

81. Conséquences des théorèmes précédents, — Appliquons 
les théorèmes précédents à quelques exemples : i** Considé- 
rons un polygone de n côtés a, ft, c,... formés d'arcs de 
courbes à aire maximum. Nous verrons plus loin que ces 
courbes sont caractérisées par cette condition que leur cour- 
bure tangentielle est constante. Soient -— ^ -:r»"* '®s cour- 

bures tangentielles des côtés a, ^, c,. . ., le théorème du n°79 
donnera 

Dans le cas général d'un polygone formé d'arcs de courbes 
quelconques, ce même théorème aura lieu, pourvu que -—? 

--5'" représentent les courbures moyennes des côtés a, 

h c 

a" Si la surface devient une sphère , la formule du n° 79 
donne Taire du polygone tracée sur la surface. Si le polygone 
est formé d'arcs de grands cercles qui sont les lignes géodé- 
siques de cette surface, on trouve le théorème connu sur l'aire 
de ce polygone. 
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3^ Si la surface est un plan, ou une surface développable, 
on obtient une relation entre les angles du polygone et la 
somme des projections tangentielles des angles de contin- 
gence des côtés de ce polygone, dans le cas où ces côtés sont 
des arcs de courbes quelconques; si ces arcs appartiennent à 
des lignes géodésiques, on retrouve la relation qui existe 
entre la somme des angles d'un polygone plan et rectiligne, et 
le nombre des côtés. 
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LIVRE IL 

APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES A L'ÉTUDE 
PARTICULIÈRE DES COURBES TRACÉES SUR UNE 
SURFACE. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES UGNES QUI DÉPENDENT DES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS 

DU PREMIER ORDRE. 



§ I. — Des bissectrices. 

82. Des lignes bissectrices des angles d'un système coor- 
donné. — On appelle ainsi les lignes qui, en un point quel- 
conque, coupent Tangle d'un système coordonné, ou l'angle 
supplémentaire, en deux parties égales. Il y a donc deux li- 
gnes bissectrices, Tune, de Tangle intérieur, et l'autre, de l'an- 
gle extérieur du système. 

Équations différentielles, — Si l'on appelle a, (3 les angles 
de la première ligne, et a., j3i les angles que la seconde ligne 
fait avec les deux lignes coordonnées; ds, rfo-, rfo-, l'élément 
d'arc de la première ligne, et les éléments des lignes coor- 
données correspondants ; d^, D o-, d o-, les quantités analogues de 
ia seconde, on a les équations pour la première et pour la 
seconde 

(0 ^ a = 13, a, = 7r-4-[3,. 

D'après cela, les équations (i) du n* && donnent pour équa- 
tion différentielle des deux courbes 

8 
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Les difTérentielles des arcs sont 

(3) rf«=2rfo'cosa, Ji^ïDo-cosa,. 

Bayons de courbure tangeniielle. — Soient P et Pi les 
rayons de courbure tangeniielle des courbes ds^^s; Ton a, en 
faisant usage des formules (5) du n* i6, 

(4) < 

iicosai /i i\ /i i\ 

fSr=-(R-^R:)-"(L-^L:)' 

desquelles on déduit 

cos 



a sina i /i i \ , . 



P 

Si l'angle 9 est constant, les équations (4) deviennent 



2C0Sa I I 
P R ' R.' 


2sina I I 

— 1 


p, R R. 



Dans tous ces cas, le principe des moyennes harmoniques 
donne la construction des rayons de courbure tangentlelle P, Pi. 

Angles de contingence géodésique. — Les formules (5' ) du 
n"" Wl prouvent qu'en un point, on a 

ds "^s 

F"" F' 

c*est-à-dire que les angles de contingence tangentielle des 
deux courbes bissectrices sont égaux. 

Système orthogonal. — Les deux courbes bissectrices for- 
ment un système orthogonal. Les courbes de la première sé- 
rie et les courbes de la seconde s'obtiennent, les premières 
par la variation du paramètre constant introduit par l'intégra- 
tion de la première équation différentielle, et les secondes 
par la variation du paramètre constant introduit par l'intégra- 
tion de la seconde équation différentielle. Le système de ces 
courbes partage harmoniquement le système des lignes coor- 
données. 
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83. Problème I. — Bissectrices des angles du système 
donné par les génératrices rectilignes de V hyperhaloïde à une 
nappe. 

L'équation de Thyperboloïde à une nappe est, en coordon- 
nées cartésiennes, 

x^ r* z^ 

_i_ \. — I • 

a' b^ c" ' 
les équations des deux génératrices sont 

p et p, étant les deux paramètres variables; on en déduit 



X _ 1 — pp. X __ p-+-pt g _ pi — p 
a » -H ppi h ^-^ P9i c 1 4- ppi 

Si Ton différentie d'abord par rapport à p, et ensuite par rap- 
port à p,, on trouve 

dx pi dr , i — p] dz I -H pî 

dp (i.+ ppi)' dp (i-Hppi)' dp (n-pp,)^' 

dx p dr . i — û^ dz i -h p^ 
-j—=i — 2a L 5 -f- z=. b *-— > -!— = c *-— • 

dp, {i-^pp^)i dp, (i-*-pp,)2 ^rfp, (i-i-pp,)» 

Si Ton pose, pour abréger, 
Ton a 

(«-•-PP.J' i^-^PPi)" 

les équations différentielles des bissectrices seront 

dp _ . dp, 



v^n-2Ky-hp« • v^i-+-2K'pî-Hp; 

c'est réquation de Lagrange, elle s'intègre par les procédés 
connus. Son intégrale est, en appelant A la constante de l'in- 
légration. 



V^I -h 2K»p'4- p< -H v^I-h 2K'pî -h p; =: (p, — p) v/AH- (pi -f- p^ 

8. 



I 
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Cette équation se décompose en deux, en appelant Zfi et in, 
les deux paramètres variables, l'on a 



_ p;p'+K'(p' +PÎ ) +i + v(i-4 -2K>p' + p«)(i-t-aR' p; - t-pî) 

^~ ~ (P.-P)' 



_p;p' + K'(p'+pO+i-v^(i + aK'p'-Hp')(i+2K'p?+pr) 
'*'" (P.-P)' 

Si maintenant l'on passe au système cartésien, on trouve le 
système de lignes de courbure déterminé sur la surface de 
rhyperboloïde à une nappe par les intersections d'un ellip- 
soïde et d'un hyperboloîde à deux nappes, homofocaux. 



§ II. — Des lignes harmoniques. 

84. Des lignes conjuguées harmoniques à rapport constant. — 
Lorsque deux lignes ds,^s sont tracées sur la surface, de telle 
sorte que les rapports des sinus des angles qu'elles forment avec 
les lignes coordonnées soient égaux et de signes contraires, 
ces lignes sont dites conjuguées harmoniques par rapport aux 
lignes coordonnées; et si la valeur absolue du rapport reste 
invariable d'un pointa un autre, elles sont conjuguées harnjo- 
niques à rapport constant. 

Équation différentielle. — Si Ton conserve la notation du 
n*" 8% et qu'on suppose m constant, Ton a les conditions 

sinô sinô, 

", — = m, — — '— =z — m, 
sina sinai 

desquelles on déduit les équations différentielles des courbes 

harmoniques 

d(7=zmd(Tif ^a = — mDa,. 

On trouve, pour les différentielles des arcs, les expressions 
suivantes : 

ds^= d(Ti ^i-|-m*-f- 2mcos9, t)5 = ^o"i v^i -h m* — ^m cos(p. 

Le rayon de courbure tangentielle P de la première est 
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donné par la formule 



in'co I /eosS cosa\ / cosa cos6\ 



sin 
sin 



ei on obtient le rayon de courbure tangentielle Pi de la se- 
conde, en changeant dans celle-ci Pen P„ a en a,, p en (î,, et 
en changeant le signe de m. 

Systèmes conjugués harmoniques. — Lorsqu'on aura inté- 
gré les deux équations différentielles, en représentant "par ]ul, 
fil les deux constantes introduites par l'intégration ; le système 
des courbes /x, /ui, sera un système de lignes coordonnées qui 
sera coupé harmoniquement sous le rapport constant m, par 
les lignes p, pi. On a donc deux systèmes coordonnés qui 
sont conjugués harmoniques, l'un par rapport à l'autre, sous 
rapport constant. 

Si m était une fonction donnée des coordonnées du point p, 
pi, les équations précédentes, à l'exception de celles qui se 
rapportent au rayon de courbure, auraient encore lieu. 

85. Problème II. — Conjuguées harmoniques d'un système 
de coordonnées de la surface hélicoïdale. 

Si l'on représente par t la projection du rayon vecteur mené 
d'un point fixe à un point de cette surface sur le plan des xy, 
et par 9 l'angle que fait cette projection avec la droite fixe ox, 
les équations de la surface hélicoïdale sont 

^— ^cosô, f:=tsin9, z z^aB-^^[t]. 

On déduit 

ei conséquemment 

rf(7' =r ( /' -4- ^' ) dB\ «^(7 ; = I I + [+'( 0?] I dt\ 

daddiCOSQ = a^'(t] dQ di. 
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Les équations diflërentielles des deux lignes conjuguées 
harmoniques du système ^ = p, / = pi seront donc 



V rt* -h r 



le signe + se rapportant à la ligne intérieure et le signe — * à 
la ligne extérieure par rapport à l'angle 9 des lignes coordon- 
nées. Les équations de ces lignes sont, fx, pii étant les con- 
stantes de l'intégration, 

et l'on Yoit que, si le rapport m, au lieu d'être constant, était 
une fonction de /, ce qui revient à dire qu'il ne changerait pas 
sur la ligne coordonnée l=:p,, la question ne dépendrait en- 
core que des quadratures. Il en serait de même si le rapport m 
était le produit de deux fonctions, l'une de B et l'autre de t 
exclusivement. 

Héliçouie gauche à plan directeur, — Dans ce cas, 4^ ( ^ ) est 
constant, ce qui entraîne la condition <{;'(/) = 0; de plus, 
l'angle des coordonnées 9 est droit; on a donc 

,- . mdt 

dB = ±-=i , 

dont les intégrales sont, u et /m, étant les constantes de l'in- 
tégration, 

Remarque. — Les équations de la surface hélicoïdale peu- 
vent être mises sous une autre forme qui nous sera utile. 
Soient v, w des fonctions de /; /t et a des constantes; l'on a 

jr= lcosn(Q-^v), y^ ts\wn(B -^ v)^ z^=ina[Q-\- v)^ a\ 
Il est évident qu'elle représente, comme la précédente, la 
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même surface hélicoïdale, puisqu'e rélimlnation ûeO -^v dans 
ces trois dernières et de Tangle Q dsms les trois premières con- 
duit au même résultai suivant : 

2 = a arc (tang=: -j -i-¥(^*-hr*)- 

Rectification des harmoniques. — Dans le cas général, les 
éléments des arcs des deux lignes harmoniques sont donnés 
par la double expression 



_ \(l'{-m')(t'-^a'y{^-\-Y'f±^m.^\ ^'J^ 
~" ^t' -f- a» 

le signe -h se rapportant à la première et le signe — à la se- 
conde des deux conjuguées. 

§ III. — Des trajectoires orthogonales db l'une des deux 

LIGNES coordonnées. 

86. La trajectoire orthogonale de Tune des deux lignes 
coordonnées est celle qui coupe toutes les lignes d'une série (p ) 
des lignes coordonnées sous un angle droit. 

Équations différentielles. — Soit ds l'élément de la courbe 
qui coupe la ligne dtr orthogonalement ; la projection du pre- 
mier de ces éléments sur la direction du second devant être 
nuUe^ on a l'équation 

d(j -+■ COS9 d(Ti = o; 

de là résulte cette règle que, si, dans l'expression générale 

de ds\ 

ds^=^ du] -h d(j^-h 2 COS9 ddddi, 

l'on regarde rfo- comme une variable, la dérivée de ds par rap- 
port à dff doit être nulle. 
La différentielle de l'arc est 

ds = d(TtSin(^. 
Si l'on remarque que l'angle a est égal à -^ et que (3 = 9 » 



120 LIVRE II. — APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES, ETC. 

la seconde des équations (5) du n** 4^6 donne 

sin9_C0SCp l_ /CX)S<p . i\ i . oqa^ 

laquelle fait connaître le rayon de courbure tangentieile P. 

Système complémentaire. — Si Ton cherche les trajectoires 
orthogonales de l'autre série de lignes coordonnées, et qu'on 
représente par c)5, Do-, ^(7x les éléments de la trajectoire ei 
des lignes coordonnées, Ton aura l'équation différentielle 

<> Cl -+- cos 9 D 0" = o. 

Si Ton intègre les équations différentielles des deux trajec- 
toires et qu'on représente par /x, fx, les deux constantes de 
l'intégration, le système des courbes /x, |exi sera un système de 
lignes coordonnées, complémentaire du précédent, et les 
deux lignes formeront entre elles le même angle. 

Les systèmes formés, le premier des deux lignes p, et /x et 
le second des deux lignes p et fXt seront orthogonaux. 

87. Problème III. — Trajectoire orthogonale d'un système 
de lignes coordonnées de la surface eono'tdale. 

La surface conoïdale est celle qui est engendrée par une 
courbe plane, pendant qu'une droite fixe, située dans son plan, 
décrit un conoïde. En conservant les notations du n° 85, l'on a 

^--^cos0, x = tsine, z=f(e)-h^f(t). 

L'équation aux différences partielles de la surface est, en re- 
présentant par />, g, r, s, u les dérivées premières et secondes 
de z par rapport à :r et à j, 

X^r-r- x^u — xys — qy — px = o. 

Si l'on prend les différentielles complètes de x^y, z par rap- 
port aux variables et ^ qu'on élève au carré et qu'on ajoute, 
Ton obtient 

si l'on veut obtenir la trajectoire orthogonale de la série rf<7, 
des lignes coordonnées ::= p = const., il faut poser, d'après 



CHAPITRE I. — DBS LIGNES QUI DÉPENDENT, ETC. 121 

la règle (86), 

si Ton divise les deux membres par ^'{t), on obtient 

_|L+4,'(/)rff+/'(ô)rfe=o, 

donc Tintégrale est 

dt 



r dt 

J W) 



^(t)^f{Q)=lJL, 



Il étant la constante introduite par l'intégration. 

Surface hélicoïdale. — Pour passer au cas de la surface hé- 
licoïdale, il faut poser/(0)=:a0, a étant une constante; cette . 
dernière équation devient 

Si Ton veut obtenir la trajectoire orthogonale de l'autre sé- 
rie des lignes coordonnées, il faut poser 

{a'-ht') 
d'où l'on déduit 

Proposons-nous de rapporter un point quelconque de celte 
surface, au système orthogonal / et fx,, et d'exprimer la valeur 
de ds en fonction de ces deux coordonnées. 

L'équation précédente donne 

ad = dui — a --=— ^ ; 

il faut porter cette valeur dans Texpression de ds^ se rappor- 
tant au système / et 0, laquelle, d'après ce que nous avons . 
écrit plus haut, est 

ds'=i{j-h^'')dl'-h (a'-^t')dQ'-\- la^'dOdl'r 
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on obtient ainsi 

laquelle ne renferme pas le double produit rffXi rf/, comme 
cela devait être. Nous reviendrons plus lard sur celle expres- 
sion, pour en tirer une conséquence remarquable. 

Pour obtenir dans le cas de la surface héliçqïdale la valeur 
de rélémenl ds de la trajectoire orthogonale de l'arc rfc, il 
faut faire usage de la formule 

é/5 = rfo-|Sin9, 
laquelle donne 

la rectification de la trajectoire ne dépend donc que des qua- 
dratures. 



§ IV. — Des trajectoires sous angle donné de l'une 

DES DEUX LIGNES COORDONNÉES. 

88. Équation différentielle, — Conservons les mêmes no- 
tations que dans le n"" 82. Soit a l'angle donné sous lequel ds 
doit couper rfo-; en exprimant que la projection ds est égale à 
la somme des projections de da et de rfo-|.sur la direction 
de rfo-, l'on a 

d(j -\- cos9</o'i == cosarf^, 

ou bien 

sinQfi^o-i 

V langa = -3 ^ -r— ; 

ao-H- cosçadi 

ou bien 

(sinacos9 — cosasinQJé/o-i -h sinarf(T = o, 

qui est l'équation différentielle de la courbe. 
La différentielle de l'arc est 

, d(Tx . C0S9 ., 

cos(9 — a) cos(9— aj 
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Rayon de courbure tangentielle. — Lorsque l'angle a est 
constant, la seconde des équations (5) du n° 46 donne 

sino sinô sina 



R 



>i 



laquelle donne la construction du rayon de courbure tangen- 
lielle P. 

Trajectoires conjuguées. — Considérons deux trajectoires 
dsy d5, la première sous Tangle variable a, la seconde sous 
l'angle variable ai. de la ligne coordonnée rfo*; les angles a et a, 
étant liés entre eux par la relation 

F(a, ax) = my 

m étant une constante; si Ton écrit les deux équations re- 
latives à a et (Xxy qui se déduisent de la deuxième des équa- 

rfF 

lions (5), n° 4-6, qu'on multiplie la première par -t- et la se- 

dF 

conde par -7-—» et qu'on ajoute, en ayant égard à la différen- 

UOCi 

tielle de la fonction F, l'on a 

/dF rfF\ 

( dcc ^ da, I I /dF . . rfF . . 

, I /(/F . ^dF . , 
L, \aa «ai 

Si la relation F se réduit à a -^ a' = '-t l'équation précé- 
dente devient 

— sincp (-p -f- — j =-rr (sin|3-f- sinji,) -+- j-(sina h- cosa)^ 

ou bien 

.sin(9-|)cos(|-« 

i/2 /tt 
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Si l'on cherche la condition pour que le terme qui contient 
la courbure inclinée tangeniielle ~ disparaisse, il faut intégrer 
réquation aux différences partielles 



rfF . rfF . 

-1— sina -h -= — sina, =z o, 



dont Tintégrale est 



/ I \ 
/ lang - a. ^ 



Fj '■ — |=const. 

\ tafig ^ a, 

89. Problème IV. — Trajectoire sous un angle constant a 
d'un système de coordonnées curvilignes de la surface héli- 
coïdale. 

Prenons Téquation, n" 88, 

rf(Tsina — (cosasin(jp — sinacos(p)d<7, = o. 
Dans la surface hélicoïdale^ Ton a 

cosy ~~==== ^^ — , siny^J - -X— - 

conséquemment, Téquation différentielle de la trajectoire sera 

siïïccde = (cosa ^a^ -f- /' -f- t'ûj'' —asïnccé'] — -- , 

dans laquelle les variables sont séparées. 

Problème V. — Trajectoire sous angle constant des méri- 
diennes d'une surface de révolution. 

Soit t la distance d'un point quelconque de la surface à Taxe 
de révolution, 6 Tangle qu'elle fait avec un plan fixe passant 
par l'afxe; en prenant 6 et t pour coordonnées curvilignes d'un 
point quelconque de la surface, on a 6 = p, t==p,; soit z=:^.(0 
l'équation de la courbe méridienne 

d(Tr=tde, d(Ti = dt\/l -f- 4^'% 
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l'équation de la trajectoire sera 

tdB 
cota = 



dans laquelle les variables se séparent immédiatement. L'é- 
quation précédente étant intégrée, on obtient, jut étant la con- 
stante d'intégration. 



— fx = cota / Y V^H- 4^"- 



Si Ton veut rapporter un point quelconque de la surface de 
révolution aux coordonnées fx^const., ^ = const., il faut, 
dans l'expression du déplacement ds exprimé au moyen des 
coordonnées et /, introduire les coordonnées fz et ^; or, 

Ton a 

d*' = < 2 ^ ' -h ( I -h ^ " ) rf/ ^ ; 

l'équation précédente donne 

Ja 

dB = cota y v'i -h 4^" -^dii; 

V 

substituant dans la précédente, l'on obtient 
dt 



ds^= . , (i-hiL'M -4- t^dti^-^-icoloLtdixdt \/i -+- d;". 
sin^a ^ ^ ' ^ i V T 

On a ainsi un système de coordonnées à angle constant. Cette 
équation serait encore exacte si la trajectoire coupait les 
courbes méridiennes sous un angle a variable avec la distance t 
du point à Taxe de révolution. Dans ce système de coordon- 
nées, l'on a 

d<T=:tduL, d(7xz=z : -î— rf/, COSQ^COSa. 

^ sina ^ 

Différentielle de taire, — Soit l'aire comprise entre une 
courbe méridienne, la courbe s et un cercle parallèle, l'on a 



du=ts/i-h^'^dQdt, 

donc 

e 



dQ I tdtsli -\-^'\ 

Ju 



126 LIVRE II. — APPLICATIONS DBS THÉORIES PRfiOÉOBIlTES, ETC. 

la limite supérieure se rapportant à la valeur de donnée par 
réquation de la trajectoire. 

Problème inverse. — L'équation différentielle de la trajec- 
toire sert aussi à résoudre le problème inverse, qui consiste à 
déterminer la méridienne de la surface de révolution, de telle 
sorte que la trajectoire sous angle donné se projette sur un 
plan perpendiculaire à l'axe suivant une courbe donnée 

L'équation différentielle de la ligne méridienne est, dans 
ce cas, 

cola. dz = dt ^t'[¥'(t)Y — CoVa, 

dans laquelle les variables sont aussi séparées. 

Applications : i** Trajectoire sous angle constant p des géné- 
ratrices d'un cône droit. — Si ay représente Tangle du cône, 

son équation sera 

/ = -slang y. 

On obtient, pour Téquation différentielle de la trajectoire, 

siny t 
dont rintégrale est 



[x étant la constante de l'intégration, c'est-à-dire la valeur de / 
correspondante à 9 égale à zéro, et e la base des logarithmes 
népériens. La longueur de la trajectoire entre t égale k fiei t 
est 

t— u 



s =: 



cos(3siny 



L'aire entre les mêmes limites de' /, c'est-à-dire entre un arc 
ée trajectoire, la génératrice et le parallèle qui passe par les 
extrémités de cet arc, a pour expression 



tango 

u = — r^-^ 



(/Mog-^-^Mog4=V 



2sin^y 
De là on déduit que l'aire comprise entre les deux généra- 
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Irices correspondantes à /x et à / et la trajectoire est 

tanga . , ,, 

2° Trajectoire sous angle constant des lignes méridiennnes 
de la surface engendrée par la révolution d'une spirale loga- 
rithmique autour d'un axe situé dans son plan, — La surface 
de révolution engendrée par une courbe plane tournant au- 
tour d'un axe situé dans son plan, lorsqu'on introduit le rayon 
vecteur t et Tangle ^ qu'il fait avec Taxe de révolution, a pour 
équation 

Dans cette hypothèse, les différentielles des arcs coordonnés 

sont 

d<7 = z sin^ rf0, rf(7, = d^ &-^[f'{^)Y; 

or, dans le cas actuel, l'équation de la ligne méridienne est 

dans laquelle a et m sont des constantes. L'équation différen- 
tielle de la trajectoire sous angle constant sera donc 

■ 

dont l'intégrale, en appelant dja constante introduite par l'in- 
tégration, et en représentant par b l'expression ^^ * sera 



V^i -4- m' 



tang- 4* =:e*^*~'»^. 



On en déduit 

sini]; = gè(e-eo) ^ ^-6(6-»,)* cos ^ = ^6(o_e,) _^ ^-^(O-Oo) '^ 

donc les coordonnées rectangles x, j, z d'un point quelcon- 
que de la trajectoire seront , 

^_„^. cos(0^0,) 

_ „. sin(e-eo ) 
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avec la condition 

m^=^ 2marc[lang:= ^ftco-eo)]. 

Si l'on appelle S Tare de la trajectoire compris entre les va- 
leurs T« et T du rayon vecteur. Ton a 






mcosa 



La trajectoire jouit de la propriété suivante : que si Ton con- 
çoit un point M décrivant cette ligne, en même temps un 
point 0' et un plan P mobiles; le premier, en restant sur Taxe 
de révolution, et le second, en restant constamment perpen- 
diculaire à cet axe, et à des distances de Torigine de signe 
contraire, et égales à la distance du point décrivant M de l'o- 
rigine ; si à chaque instant, on joint le point M au point 0', la 
ligne O'M prolongée décrira sur le plan mobile une spirale 
ayant pour équation sur ce plan 

3° Loxodromie. — On appelle ainsi la courbe coupant sous 
un angle constant les cercles méridiens d'une sphère. Celle 
question est un cas particulier de la précédente, car si Ton 
suppose m=: G, l'équation représente une sphère. L'équation 
de la trajectoire exprimée par les variables 4» et ne change 
pas déforme, on obtient 

tang- ^ = <»tanpa(e-e„)^ 

et le théorème précédent conduit à cette propriété curieuse, 
que si l'on prend la perspective sur la sphère de la spirale 
plan'e 

située dans un plan tangent, le pôle de la spirale coïncidant 
avec le point de contact de la sphère et du plan sur lequel 
la spirale est tracée, la loxodromie est la perspective sphé- 
rique de cette spirale logarithmique quand on prend pour 
centre de perspective l'extrémiié du diamètre qui passe par le 
point de contact. 

4** Trouver la surface de révolution telle, que la trajectoii^ 



CHAPITRE I. — DES LIGNES QUI DÉPENDENT, ETC. 19-9 

SOUS angle constant des lignes méridiennes se projette suivant 
la spirale parabolique sur un plan perpendiculaire à l'axe de 
révolution, — On a alors 

tz=aQ\ 

a clani une consianle. L'équation différentielle de la ligne mé- 
ridienne est 



coiarfz =zdt i/-7 cot'a; 

V 4« 



et, en intégrant, on obtient la développée de la parabole 

z^=z[ 4 cot^a 

9« \« 



§ V. — Trajectoire orthogonale d'une courbe donnée. 

91. Équation différentielle de la trajectoire. — Soient rf^, 
dtTj d(Tx rélément de la courbe donnée, et*ses projections 
obliques sur les lignes coordonnées; a, (3 les angles que cet 
élément fait avec ses deux projections. Soient ()«,() o-, <)(7i,ai, (â, 
les quantités analogues de la trajectoire. L'aire triangulaire 
dont les deux éléments dsy '6 s sont deux côtés, donne, d'après 
le n*» 6 du Chapitre I, 

(i) rfs^5 = sinç (rf(TD(j, — fifo-, D(t); 

on a aussi, d'après le naême numéro, 

, , / rf(7, sincp <)(TiSin9 

(a) tanga=-i ^-3-' tanga, = . ~- 

\ ° ao-, coscp -h ao- ° D o-, cos 9 4- ^ <t 

Or, si Ton exprime que l'angle as^s est droit, l'on a 

tang(a, — a)n=o; 

ce qui entraîne la condition i -+- langa, tang(x = o ; d'après cela, 
l'on a 

, ^d(iyCOS(^-\-d(j rfo-coscp V d<Tx 

ï T^dxdd — ^adffi ^s \ 

~~ d(7^-hd(7]-h 9.d(7d(T,cos(^ ~~ dssïncp^ 

9 
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La première de ces trois relations donne l'équation diffé- 
rentielle de la courbe, et les deux autres donnent l'élément de 
Tare et sa direction. 

Soit réquation de la courbe proposée, u étant un paramètre, 

F(p, p,)=.M, 
ou, ce qui est la même chose, 

réquation différentielle de la trajectoire sera (n*» 52) 

H, Dp, HDp — HH.Dm' 



(5) 



H, -7-COS9 — fl ;7— H-T-COS9 — Hi 



dp ^ dpi dpi " ^ dp 

avec la condition 

ou = -i— 00 -¥- -j— Dp,. 
dp ^ dpx 

Différentielle de Varc, ,— L'équation ( i ) donne, en ayant 
égard aux relations du n"" 52, 

< 

équation qui fait connaître D5 au moyen des éléments de la 
courbe proposée. 

Courbure tangeritielle, — Le rayon de courbure tangentielle 
de la trajectoire orthogonale se calcule aussi au moyen de l'é- 
quation de la courbe proposée. 

Si Ton remarque que l'on a 

a, - oc -4--1 p. — P 9 

réquation ( 7 ) du n® W devient 

HH, sinQ d ,„ . , «?,„.«, 
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or, en ayant égard aux premières équations (i3) du n°52, on a 

flH, sin 9 _ d^ / HH.sin9 dY\ _ d_ / HH,sina) rfF\ 
P, ~"rfp. \ K d^j dp\ K ' dp,)' 

laquelle ne dépend que des éléments de la courbe F. 

Les quantités K et Ki (cette dernière se rapportant à la 
courbe ^s) sont liées entre elles par la relation 

^=: — HH, sin(p, 

comme nous rétablirons généralement au paragraphe suivant. 

Relations entre les courbures rg» ^. — La formule du n**88 
donne 

sinç ( = pj =:-jr (sin^ -h cos(3) -h -jr-(sina-h cosa). 

Système orthogonal, — Pour obtenir les équations rela- 
tives à ce système, il faut poser 9 = - ; les équations différen- 

tielles de la courbe proposée et de la trajectoire orthogonale 

sont 

rfF , rfF - 

^ ^ == o. 



i^s\ m\ 



/rfF 
Up. 



\dp) \dpj 
La différentielle de Tare est 

92. Problème VL — Trajectoire orthogonale d'une ligne 
ellipsoïdale. 

Soit réquation de Tellipsoïde en coordonnées rectangles 

si Ton prend pour lignes coordonnées les intersections de 
cette surface avec deux séries de surfaces du même degré 
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homofocales, la première série élani composée d'hyperbo- 
loïdes à une nappe, et la seconde d'hyperboloYdes à deux 
nappes, si Ton représente l'équation de Tellipsoïde par F (>), 
X, |UL, V étant les trois demi-axes de ces surfaces, et dans cha- 
cune d'elles 6 et c les demi-distances focales des deux sec- 
lions principales, majeure et moyenne, avec les conditions 
>>c>|Ex>> 6>>v, les symboles F(fx), F (v) représenteront 
les deux hyperboloYdes. Or, ces trois équations étant du troi- 
sième degré en X% fx', v% et composées de la même manière 
par rapport aux coefficients, il en résulte que les trois racines 
de chacune d'elles sont les valeurs de X% jui*, v\ correspondantes 
à un système de valeurs de ^, j, 2; on a donc les trois équa- 
tions suivantes, qui résultent des relations qui existent entre 
les coefficients et les racines d'une équation du troisième 
degré : 

i X' -H |Ex' -*- V* = j:' H- j' -I- z' -h 6' -f- c% 

desquelles on déduit 

bcx = X/jLv, 



b \/c' — by =z )/{l^ — b'){ ^^ — 62 ) ( 6=^ — v^ ), 

Si l'on différentie ces équations en regardant A comme con- 
stante, et |ui et V comme variables, l'on aura 

dx dfx dv 

X ^ V 

(3) ; ^T __ l^dix vdv 

dz [xdiJL vdv 



z u? — c- V' — c^ 



Si l'on élève au carré les valeurs de dxy dy, dz et qu'on 
ajoute, l'on aura 



( 



4) ■^■=(K-.')[g:n'y^,./.-H- ,.._;,„y_^., ^-]i 
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de là résulte que les équations d'une courbe ei de sa trajec- 
toire orthogonale seront dans ce système, en représentant p 

par fjL et p, par v, 

^F , dV ^ 

-7— rt U -f- -r- av =rr O , 

aiJL ' av 

(5) { a' — X^ :>jj. v' — V iVv__ _ 

{a'—^b'){ix'—c'] /d¥\ "~ {v'—b'){c'—v') /d¥\ '^ "' 

[dH-j \dv) 

11 résulte de la forme de Téquation de la trajectoire que, si 
les variables sont séparées dans l'équation différentielle de la 
courbe donnée, elles seront également séparées dans l'équa- 
tion de la trajectoire. 

Différentielle de l'arc de la trajectoire. — Si l'on remarque 
que ^s est la somme des projections de <)<7, ^(x, sur la direc- 
tion de rf<T, l'on aura 

^F, ^F , 
ia\ ^ dfx ' dv 

(6) . c>5 = 



93. Application. — Trajectoires orthogonales des courbes 
cylindro-elliptiq ues . 

Considérons la série des courbes ellipsoïdales formées par 
les intersections de Tellipsoïde l avec les cylindres sembla- 
bles dont les axes finis 2 A et 2B coïncident en direction 

avec les axes 2>, 2 \/V — b^ de l'ellipsoïde. Si Ton pose, podr 
abréger, 

/»— X'.b'c'jl'—b') 

~' B''k^c^--b')-h K'c^b' — l')' 

l'équation de ces cylindres sera 

a^ v' 'hl'(fx''hy^)=: const. , 

dont l'équation différentielle est 

udu. vdv 

J- ! 1 o 
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D*après cela» Téquaiion de la trajectoire sera 

y' — b^ V* — c' y a- — ^ /x' — c' fx 

dans laquelle les variables sont séparées. Si Ton suppose que 
les trois demi-axes de l'ellipsoïde sont X, >i, X,, et qu'on pose, 
pour abréger, 

âî~X')(Xî-xn' 

I 

les méthodes d'intégration des fonctions rationnelles condui- 
sent à rintégrale suivante : 

(fA^y')^»X [(y* — 6»)(|ui'- 6>)f«X [(y'— c')(/x^ — c')]^* = const., 
laquelle, dans le système cartésien, devient 

x^i y^^i z^i =z const. 

94. Cas particvliebs. — I. Trajectoires orthogonales des 

intersections faites par des plans parallèles à l'un des trois 
plans principaux de Vellipsoide, 

Il suffit de fajure, dans les formules que nous venons de 
trouver, /' successivement égal è — c% — 6', o ; on trouve ainsi : 
. i"* Pour les Intersections faites par un plan parallèle au plan 
de la section ellipsoïdale maximum, l'équation 

|UL*y' — c'(|LL=-i-y') = const., 

et, pour sa trajectoire orthogonale, l'équation en coordonnées 
cartésiennes 

2'' Pour les intersections faites par un plan parallèle au plan 
de la section ellipsoïdale moyenne et leurs trajectoires ortho- 
gonales, les équations 

oL^y'— 6'(/x'-f-y.')=:: const., ;c'** 2^'^'-''^== const.; 
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S"" Pour les intersections faites par un plan parallèle au plan 
de la section ellipsoïdale minimum et leurs trajectoires or- 
thogonales, les équations 

[XV = consi., ^(*"-''') 2<^' - ^') =r consi. 

II. Trajectoires orthogonales des courbes, lieux des points 
de contact des sphères de rayon constant doublement tan^ 
gentes à Vellipsoide, 

L'équation de ces courbes esl 

[V— li})(V—v^) =z consl., 
dont la différentielle est 

fÂdfji vdv 

• -h :r; : = o. 



D'après cela, il suffit de faire /* = — X' dans les formules déjà 
trouvées n*" 93 pour passer du cas général à celui dont il 
s'agit maintenant; on trouve alors, pour les équations des tra- 
jectoires orthogonales, 

^«^p 2Ï =: COnSt. 

avec les conditions 



a =-- 



{3 = 



7 = 






III. Trajectoires orthogonales des sphéroconiques. — La 
sphéroconique est l'intersection d'un ellipsoïde et d'une 
sphère concentriques. L'équation de la sphéroconique est 

a^ -h v'zzz consl. 

Son équation différentielle est 

ad IX -h vdv — o. 

La comparaison de celle équation et de celle des iniersections 
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cylindro-elliptiques montre qu'il suffit de poser /' = qo dans 
celle-ci pour obtenir la précédenle. D'après cela, l'équation 
des trajectoires orthogonales sera 

95. De la trajectoire coupant une des lignes coordonnées 
sous un angle dont la tangente est dans un rapport donné m 
avec la tangente de l'angle des lignes coordonnées. 

Équation différentielle de la courbe, — La condition du 

problème est 

tanga = mtang(p; 

si l'on remplace les sinus par les arcs proportionnels, et le 
rosinus de l'angle a par sa valeur donnée par les formules (i) 
du n® 44, on obtient 

ddy cos cp :=r a 0-, 

I — m 

qui est l'équation différentielle de la courbe. 
La différentielle de l'arc s'en déduit : 



, , i/i -h m^sm-'cp 

ds = a (7, ^• 

m 

96. Problème VIL — Le mouvement d'un plan est déterminé 
par ces trois conditions : qu'un de ses points parcourt une 
courbe directrice, que ce plan reste normal à Vêlement de 
cette courbe, et que sa rotation autour de cet élément comme 
axe est égale à la flexion de cette courbe en ce point; trouver 
la surface engendrée par une courbe située dans ce plan, et 
déterminer la trajectoire, d'après la loi précédente, d'une des 
lignes coordonnées. 

Équations de la surface, — Soient x', y\ z' les coordon- 
nées du point M qui parcourt la directrice, x. et n les coordon- 
nées d'un point N de la génératrice par rapport à deux axes 
menés du point M, l'un parallèlement au rayon de courbure 
de la directrice et l'autre parallèlement à la binormale; soit / 
la direction de la tangente à la directrice, et n =/{v) l'équa- 
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tion de la génératrice par rapport aux axes Mv, Mn; soient x, 
j, z les coordonnées du point N par rapport aux axes Ox', 0/', 
0^'. Si l'on projette le périmètre du polygone OMNO sur cha- 
cun de ces axes, on aura trois équations renfermées dans le 
type suivant : 

(i) x^x' 4-ï'C0s(:f, r) -t-/(v)cos(:F, n) [3], 

dans lesquelles x', j', z' sont exprimées en fonction d'une 
variable v^ ainsi que les quantités qui en dépendent; on a donc 
les trois coordonnées x, r, z exprimées en fonction de deux 
paramètres «^ et v. 

Jrcs coordonnés. — Si Ton prend la différentielle de l'é- 
quation précédente, et que Ton conserve la- notation des n°* 19 
et 9 du Chapitre I, Ton a * 

dx=ids'(ios(t, x)-¥x,dH(tos{ly x)-{-f{v)d(ùCOs(r, x) 
dx^cosir, x) -hf'{x.)dvcos(n, x); 



si Ton élève au carré les trois équations contenues dans ce 
type, et qu'on les ajoute, on aura 

ds' = ds'^ -f t^rf»^ -+- [rfv -h/(i,)c/w]*4- [/'(t,)prft.2 

H- 2X,ds' dHCOS{tf l) 4- 2/'(v)trft.rf«C0S(/l, /). 

Or l'on a (n«9) 

cos (^ /) = ^, cos(/i, /) = - -^\ 
on obtiendra donc 

et conséquemmeni 

rfcr' = ii-f-[/'(v)]'|'rf., 
t/!r</(T'costp— [/(t) — t/'(v)]-^rf(/f/v. 
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Trajectoire de l'arc do'. — Elle a pour équation différen- 
tielle (n»95) 

dans laquelle les variables se séparent, et qui, étant intégrée, 
donne 



(ù 



\i-m}J /(vj-./'fv) -•"' 



U étant la constante introduite par l'intégration. 

Surfaces moulures. — Ces surfaces sont un cas particulier 
des surfaces précédentes. Puisque la courbe directrice est 
plane, il n'y a qu*à poser d(ù nul dans les formules précédentes; 
l'on obtient 

(rfy de\ - 

-r- '^'^-j-]d^y da' = \i-\-{j'(x.)Y\^ dx., C0S9==0, 

et alors les coordonnées é/a, doi sont orthogonales. Le plan 
mobile enveloppe un cylindre qui a pour directrice la déve- 
loppée de la courbe ds' directrice du mouvement, de sorte 
que les deux courbes coordonnées sont, d'une part la généra- 
trice dans une de ses positions, et de l'autre une courbe pa- 
rallèle ii ds! . 

97. Généralisation. — On trouvera de la même manière les 

■ 

trajectoires, d'après la même loi, de l'une des lignes coordon- 
nées de la surface engendrée par une courbe située dans le 
plan osculateur, et ayant une position fîxe par rapport à la 
tangente et à la normale principale, ou bien située dans le 
plan rectifiant et ayant une position fixe par rapport à la tan- 
gente et à la binorrnale. 

Dans le premier cas, v =/(/) étant l'équation de la généra- 
trice rapportée à deux axes coïncidant, l'un avec le rayon de 
courbure et l'autre avec la tangente, les équations de la sur- 
face sont données par 

X z^ x' -\- /cos(/, x) -f-/(/)cos(r, x) [3], 
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de laquelle on déduit 
L'équation de la trajectoire d'après la loi donnée de l'arc 

*+[,^;„i_/,„]*{jij)!.+[/'«)i'i^=o, 

s' étant une fonction connue de v. 

Dans le second cas, n=/(f) étant l'équation de la courbe 
génératrice rapportée à deux axes coïncidant avec la tangente 
et la binormale, les équations de la surface sont données par 

x=:x' -^ tcos(t, x)-\-f{t).cos(ny x) [3], 
et Ton arrive à l'expression 

et, par suite, l'équation de la trajectoire d'après la loi donnée 

est 

fi étant la constante introduite par l'intégration. 

§ VI. — TrAJ^EGTOIRES quelconques d'une courbe DONNÉE. 

98, Équation différentielle. — Si nous conservons les no- 
talions du n" 91 et qu'on représente par <p, l'angle sous lequel 
les deux courbes se coupent, l'on a les conditions 

> i tanga, — tanga 

\ tangQ, = 7^ ^— 5 

(i) / °^ iH- tanga tanga, 

( ds^ s sin (û i =^s\iï(^(d or ^di — d<Jt^7). 



1 
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Si dans cette équation l'on porte les valeurs de tanga, 
tanga,y et qu'on ordonne par rapport aux éléments da^ dat, 
on trouve une première équation et une seconde qui s'en 
déduit. Ces équations sont 

\ d(JiS\u{Ot -t- 9)-i- (/(Tsino, das\n[Qx — o) -\- d^<7isin9, 

* i ^fjida—^fidijx ^s 

\ d$^s\\\Qx é/fsinç 

La première de ces équations est l'équation différenlielle 
de la trajectoire, que l'on peut écrire sous la forme suivante 
(n«91): 

H.Dp, 



H._sin(cp.-f?)-H^sm9. 

(3) { ^ ^ 
^ M^P___ -HH^ 

~ „rfF . , ^ „ rfF . "" K'sincp. ' 

H^sm(9.-9)-B.-^smcp. 

Différentielle de l'arc, — La seconde des équations (i) 
donne, en ayant égard aux relations du n"* 52, la relation 

(4) K()5sincpi = sin(pi)f<, 

équation qui fait connaître d5 au moyen des coefficients de 
l'équation différentielle de la courbe donnée. 
On a aussi 

„rfF . o ^F . , . X 

H -7- sin©, — ■ H, -7- sin(9 -+■ 9,) 
,^x "Pi ap '^ ^ ' 
[Si iang«. - -^1^ T^rfF— : 

H -T- COS9, — H, -7- cos(9 -h 9, ) 

laquelle fait connaître la tangente de l'angle de rélémenl de 
la courbe avec les lignes coordonnées en fonction des données 
de la question. 

Rafon de courbure tangentielle. — Si l'on remarque que 

Ton a 

a, -=a-*-9,, (3, ==(3 — 9,, 
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on obtient 

d(Ti , , dfs 

COSa, == —T- COS( 9 -f- 9i ) -h -r- COS^,, 

cos(3, 1= -^ cos(<p, — <p)-f- -^coscp,, 

ei, en ayant égard aux relations du n" 52, on obtient 

H rfF H, rfF , 

''''^' ^ K 5^ ''^'^' - ¥ ^ ^^'( ^' ^ ^ ^' 

. H rfF . , H. rfF 

Donc, si l'on porte ces valeurs dans l'expression du rayon de 
courbure n» W, on obtient 

HH,sin<p d TH' rfF HH, rfF , ,T 

— PT^ = ^L K rf^ ''''"^' - -ir d^ ^^'^^^^ + ^^J 

rfrHîrfF HH, rfF , n 

qui fait connaître la courbure p- en fonction des données de 
la question. 

Relations entre les courbures 59 tj- • — La formule des cour- 
bures du n" 88 donne, lorsque <pi est constant, 

«1 — a^= consi., 
sin9 fp — p-j =r-^( — sin^ -f-sin^,) + -^ (sina, — sina). 

Relations entre les éléments K et K, des deux courbes ds, ^s. 

- Soit 

Mc)p -I- MiDp, = o, 

réqualion différentielle de la trajectoire, Ton a, d'après les 
équations (3), 

M „ rfF . ^ . . „ c/F . 

H= H.^sin(cp.-^cp)-H^s.n9., 

M, „ rfF . , N TI ^F . 
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or les équations du n° 52 donnent 

da rfa, ds t^o- Do-i ^s 






û(F~" d¥^ K HM. H.M""K. 

dpx dp 

K, se composant par rapport à M et M. comme K se compose 

, dY d¥ 
par rapport a -7—» -- — 

dp dp, 

La deuxième des équations (i) du présent numéro donne 
siny. _ HH, (d¥ 



., \dpx dp I 



sincp KK, 

Si Ton a égard aux valeurs de M, Mi trouvées ci-dessus, on 



obtient 



siny, ___jju k: 



siny K, 

Telle est la relation que nous voulions établir. 

De là résulte que si «i = const. est l'intégrale de l'équation 
différentielle { 3 ) et ^ son facteur d'intégration, Ton a Téquation 

XKt £^5 sin 9 = sin<pi £^2^,, 
donc Ton a aussi 

AKK,rf5^5 = t)arfM,, — XK'HHiSincp = sincp, -r r-^? 

^ ^ os as 

qui sont des relations utiles dans le problème des trajec- 
toires. 

99. Problème VIII. — Étant donnée sur la surface hélicoïdale 
une courbe rapportée aux coordonnées 9 et t (n^9&)y et de la 
forme 

dans laquelle [j. est une constante, trouver l'équation de la 
trajectoire sous l* angle 9,. 

Il faut faire usage de Téquatlon ( 3 ) du n° 98, en remarquant 
que dans le cas actuel on a 



n = \/a'-\-t\ H, = v^n-q^'S 



cos œ= ^ f sinm=: — ^ ^ ^ — ^ 1 

X^n' -f- /^) ( I -4- ^'') s/(a^-\-t^) ( I H- ^'') 
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ei 

on trouve pour équation différentielle de la trajectoire 

rf9 f(/)[fl4/^sin9. — cosy,v/â'-hf^(i-i-i{;^')]-h(i-f-vj;'')siny. _ 
^^ [aij;'sin9, + cos9,^a*-|-/''(i-l-4/'^)]-4-(a»-f-/')/'(Osin9, ~ 

dans laquelle les variables sont aussi séparées. 



f44 LIVRE II. — APPLICATIONS DES THfiOBIBS PRÉCÉDENTES^ ETC. 



CHAPITRE IL 

DES LIGNES QUI NE DÉPENDENT QUE DES œURBCRES NORMALES 

DES UGNTS COORDON'NÉES. 



§ I. — Des LIGNES ASTHPTOTIQGES. 

100. Des lignes cLsymptotiques. — On appelle ainsi les lignes 
tracées sur une surface telles, qu'en un quelconque de leurs 
points la composante normale de la courbure est nulle. La 
recherche des lignes asymptotiques conduit généralement à 
une équation différentielle du premier ordre et du second de- 
gré; mais cette équation peut se simpliûer, lorsque, la surface 
renfermant une famille de lignes asymptotiques connue, telles 
que des génératrices recti lignes, on fait entrer cette famille 
dans le système des coordonnées curvilignes dont on fait 
usage. 

Équation différentielle. — Si Ton pose la condition qu'une 
courbe ds a sa courbure normale nulle, l'équation (i) du n^'S^ 
devient 

qui est l'équation différentielle de la courbe du premier ordre 
et du second degré. 
Si l'une des courbes coordonnées p = const. est asymplo- 

tique, l'autre courbe étant quelconque, la courbure - est 

nulle, et l'équation précédente devient 

(2) d(T l— -h—j- ] =0. 

Celle équation se compose de deux facteurs : le premier, 
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égalé à zéro, donne le système, déjà connu, p = consl.; l'é- 
quation de Tautre ligne asymptotique est donc 

dfl 2rf(T, 

(3) 1 r- =0. 

ri 

101 . Problème I. — Étant donnée une surface réglée, trouver 
tous les systèmes de lignes asympto tiques, ' 

Équations de la surface réglée, — La surface réglée est en- 
gendrée par le mouvement d'une ligne droite dont un point 
parcourt une courbe donnée. D'après cela, les coordonnées 
ar', y' y z' de ce point, par rapport à trois axes rectangulaires 
fixes, sont des fonctions d'un certain paramètre p, et les co- 
sinus des angles de la droite avec les mêmes axes sont fonc- 
tions du même paramètre. Soit / la distance du point qui par- 
court la courbe directrice à un point quelconque (jp, j, z) de 
la ligne génératrice, les équations de la surface sont données 
par les trois équations renfermées dans le type 

(4) x — x'-^tcosityx) [3], 

dans lesquelles les variables indépendantes sont p et t. 

Ligne de striction. — Si l'on détermine sur chaque généra- 
trice rectiligne le pied de la perpendiculaire commune à cette 
génératrice et à celle infiniment voisine, le lieu des pieds de 
ces perpendiculaires est la ligne de striction. 

Fig. 10. 




Soit Drf {fig* lo) la perpendiculaire commune aux deux gé- 

10 
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nératrices OD, O'D', exT>'d' la perpendiculaire commune in- 
finiment voisine; DD^ est la différentielle ds^ de Tare de la 
ligne de striction; OE est prise égale et parallèle kDd; i est la 
projection de E sur la génératrice O'D'; posons OD égale à f, 
et projetons le périmètre du quadrilatère OD D'O' successive- 
menl sur les trois directions 0/, Or, On, on aura 

ds' cos(/, ds') = dscos{t, ds) -h ^/', 
ds' cos(r, ds') =:^dscos{r, ds) -h t' de, 
ds' cos ( », rf/ ) — ds cos( /i, ds) ; 

or Tangle (r, ds^) ne diffère d'un angle droit que d'un infini- 
ment petit. On a donc 

, ds / 1 V 

/'-— — j- cos(r, ds), 
de 

m m 

(5) < /w ._/. dscos(n,ds) 

^^ . dscos[tyds)'¥ dV 

ds'*— ds*cos^n, ds)-^ [dscos{t, ds) -t-rf/']^ 

Soient 0"D" une troisième position de f et D'A' le prolon- 
gement de DD'; D'c' sa projection sur le plan tangent O'D'rf' 
à la surface réglée au point D' ; ces deux droites forment avec 
D'D" un trièdre rectangle, l'angle 6' D'à' est l'angle de contin- 
gence de' de la courbe, l'angle a' D' c' est la différence des angles 
O'D'c', O'D'a'; or O'D'c' est égal à7r — (/, rf*'), O'D'a' a 
pour valeur 71 — (/, rf*') —£/(^, rfs'j; on a donca'D'c' égal à 
d{t, ds'). D'une autre part, si l'on remarque que les deux plans 
tangents à la surface réglée, infiniment voisins le long de la 
ligne de striction, sont perpendiculaires àOretàOr-hrf(Or), 
le plan de l'angle {rOr') de ces deux droites (n® 9) est per- 
pendiculaire à l'intersection des deux plans, c'est-à-dire à Op. 
En remarquant que l'angle c'D'b' se projette sur l'angle rOr', 
on a donc 

c'D'b' ={r, r') cos{p,ds') — (t, t' ) cos (n,ds') — nn' cos(t, ds'). 

Cela posé, le triangle rectangle c' b'a' donne 

c'b' 



b'a' ^c'b' -^a'c' , ot \Siï\sc' a' b' = ---r, 
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on aura donc les deux équations 

rde''=[{t, /') sin(^ ds') — ( n, n! ) cos(/, ds )\ -h- [^(/, rfs' )]% 

(6)< , ,,, d(t\ds') 

I cote' a" b'= — - — . ■ ,/■ ; , ^ TT— J-M • 

[ a 6 sin ( t, d$' ) -\- a w cos ( ty as' ) 

Les formules (5) font connaître en fonction du paramètre p 
la distance t' du point D, point central , au point correspon- 
dant Ode la courbe directrice, rélémentrf*' delà ligne de stric- 
tion et Tangle que cet élément fait avec les trois lignes ^ /i, 
Or. Les formules (6) donnent en fonction du même paramètre 
l'angle de' de contingence de la ligne de striction et Tangle 
que le rayon de courbure fait avec les trois directions 0^, O/i, 

d^ 
Or, et, par suite, elles donnent le rayon de courbure -7-- = ,R' 

de 

de' 
de celte courbe, ainsi que sa courbure normale — > cos(.R', r). 

^ ds ' 

m 

De la résulte que la ligne de striction est complètement dé- 
terminée. Il sera donc toujours possible de prendre la ligne 
de striction elle-même pour courbe directrice, et c'est ce que 
nous ferons dans les recherches qui nous occupent; et, dans 
ce qui va suivre, les équations (4) de la surface réglée se rap- 
porteront à la ligne de striction considérée comme courbe 
directrice de la ligne droite mobile, eto;', j', z' seront les coor- 
données d'un point quelconque de cette ligne. 

Équations différentielles des lignes asymptotiques. — Nous 
admettons la notation suivante, pour rester fidèle à nos con- 
ventions (fis* 10') : 

dt est l'angle de deux génératrices réctilignes infiniment 
voisines ; 

dp est leur plus courte distance; 

rfûa est l'angle de deux plus courtes distances infiniment 
voisines ; 

dq est leur plus courte distance; 

y est l'angle d'une normale à la surface avec celle menée 
par le point central pris sur la même génératrice; 

dM est l'angle de deux normales à la surface menées par 
deux points centraux infiniment voisins. 

Nous prenons pour lignes coordonnées les génératrices 

10. 
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rectilignes et leurs trajectoires orthogonales : les i>ositions 
des premières dépendent du paramètre p, / est la distance de 




f) dp d 



la ligne orthogonale au point central, dp^ la distance de deux 
lignes orthogonales infiniment voisines. Cela posé, si Ton 
projette le périmètre du quadrilatère dont les côtés opposés 
sont d<r et dp sur les trois directions de dp, de t et de la nor- 
male à ces deux lignes, Ton aura 

{•^) dp=:d(TCOsy, tde = ddsiny, d^t=z — dq^ . 

desquelles on déduit 



(8) 



t = p,-q, tangy=^/. 

de 



Nous représenterons par ç le rapport -t-« Or, si dans la figure 

sphérique n® 9, construite en menant des rayons parallèles 
aux lignes dont il vient d'être question, on mène des. rayons 
parallèles aux normales à la surface menées par les extrémités 
de da, Ton aura 



(9) 



d(Ti 

d(Ty 



= o, 



d,yy -j-= — rfECOsy, 



d(T j 

— = — «&) 
r 
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d'après cela, Téqualion (2) devieni 

(10) d(T(d(ù — rfo/ — 2rf,y)=r o; 

or, si Ton remarque que Ton a, d'après les équalions (8), 
l'équaiion précédente prendra la forme 

qui a cet avantage que chacun de ses termes se rapporte à un 
des éléments de la surface réglée. 

102. De la surface gauche lieu des binormales à une courbe, 
— Dans ce genre de surfaces, la plus courte distance dq est 
nulle; Téquation {12) devient 

(■3) rf(pîÇ) = p.^^i 

or, si Ton élimine y au moyen des deuxièmes équalions (8) 
et (il}, on obtient 

qui est du premier degré par rapport aux variables / et p. C'est 
l'équation d'£uler; elle s'intégrera donc d'une manière géné- 
rale lorsqu'on connaîtra une solution particulière. 

Conoïde droit. — C'est la surface engendrée par une droite t 
constamment parallèle à un plan et s'appuyant sur une droite 
perpendiculaire à ce plan et sur une courbe donnée. 

Si l'on prend pour directrice rectiligne l'axe des z (système 
reciiligne orthogonal], et qu'on appelle l'angle que la pro- 
jection de la génératrice fait avec l'axe des x, les équations 
du conoïde droit sont 

x=^tcos6, /=/sin0, z=Jzf{Q); 
l'équation de la ligne asymptolique devieni, en remarquant 
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I 

que dt=^dô = dp et que Ç = ^, .^, » 

/ (^) 

de laquelle on déduit l'équation de la ligne asymptotique en 
termes finis 

IL étant rintégrale introduite par l'intégration. 

Héliçoïde gauche à plan directeur, — C'est le conoïde pour 
lequel la courbe directrice non rectiligne est une hélice ayant 
la directrice rectiligne pour axe. Dans ce cas, /'(ô) est une 
constante; on a donc ^' = const. pour ligne asymptotique, 
c'est-à-dire, n° 37, la trajectoire à angles droits des génératrices 
rectilignes. 

103. Surfaces de révolution. — Examinons maintenant le 
cas où aucune ligne asymptotique n'entre dans le système des 
lignes coordonnées, comme cela a lieu généralement dans le 
système des méridiennes et des parallèles des surfaces de ré- 
volution. Si nous conservons la notation employée au n® 89, 
nous trouverons pour les rayons des courbures normales des 
arcs rf<r, ddi les expressions suivantes : 

I _ +' I Y 

- ■ 9 ^ . 

La première s'obtient en multipliant la courbure - du parai- 

lèle d(T par le cosinus de l'angle de la normale et du rayon du 
parallèle; la seconde n'est autre que la courbure de la ligne 
méridienne. Quant à la composante normale de la courbure 
inclinée de l'arc rfa, elle est nulle, puisque le plan de cette 
courbure n'est autre que le plan tangent; on a donc 

I 

l'équation différentielle de la courbe sera donc, en représen- 
tant par I la racine carrée de moins un [n" 100, form. (i)]. 



dB — idt 
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c'est l'équation de la projection de la ligne asymptotique sur 
le plan des.;r/. 

Si l'on demande quelle est la surface dont la ligne asympto- 
tique se projette sur un plan perpendiculaire à l'axe de révo- 
lution, suivant une spirale logarithmique, il faut poser, m étant 
une constante, 

dt dAf' 

' Donc la courbe méridienne aura pour équation 

c et a étant des constantes introduites par les deux intégra- 
lions successives. Les courbes méridiennes prendront diverses 
formes suivant les diverses valeurs données à la constante wS 
mais toutes ces courbes resteront comprises dans un type gé- 
néral, dans lequel se trouve l'hyperbole, comme il est facile 
de le reconnaître. 

§ II. — Des lignes dont la courbure normale a la surface 

EST UNE fonction DONNÉE. 

104. Équation différentielle, — Cette équation est donnée 
par la formule (i) du n® 54, dans laquelle l'élément ds a été 
exprimé en fonction des éléments dcr, dai des lignes coor- 
données, et dans laquelle - représente la fonction donnée 

i rf(T? ( |-H2rf(J^(7, (-7 

I -hd<T' i- — -\=:0. 

Surfaces réglées. — Dans le cas de ces surfaces, on trouve, 
en raisonnant comme au n** 101, 



(2) 



|:--./;;cosy[^ + i-rf(pîO~«?o(?g)] 



Conoide droit. — On obtient, en posant dans la formule 
précédente q et d(ù nuls, et conséquemment /==pi, l'équa- 
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tien différentielle # 

m 

(3) —^z=dpsinyd(\ogp\^). 

TT 

I 

Problème IL — Cherchons la courbe telle, que la projection 
de Vangle de contingence sur te plan normal à la surface 
suivant l'élément de la courbe soit proportionnelle à la projec- 
tion de la plus courte distance de deux génératrices infiniment 
voisines sur la normale à la surface au point de la courbe. 

Cette condition exige que Ton ait, k étant une constante, 

— = kdpsiny, 

ce qui donne Téquation différentielle 

/rrf5 = dlog(p;Ç), 



dont rintégrale est 






S9 étant la constante introduite par l'intégration. 

Si Ton cherche la courbe telle, que le rapport des mêmes 
projections soit proportionnel au sinus de Tangle que la tan- 
gente à la courbe fait avec la génératrice, on aura Féquation 
différentielle dans laquelle a est une constante 

adt = d\og{t^^). 
Son intégrale est 

/o étant la constante introduite par l'intégration. 

Héliçotde à plan directeur. 

Problème 111. — Trouver la courbe tracée sur V héliçoïde^ telle 
que la courbure normale de cette courbe reste constante en 
un point quelconque de cette courbe. 

11 faut introduire dans Téquation différentielle (3) la condi- 
tion que Ç est une constante 6, et que la courbure - est égale 

TT 



CHAPITRE II. — DES LIGNES QUI NE DÉPENDENT, ETC. l53 

à une constante -; on obtient l'équation différentielle sui- 
vante entre et y 

bdQ — acosydydzdy i/a*cos'y — -,- i=o, 

dans laquelle les variables sont séparées. 

Cette équation fera connaître y en fonction de 0; par consé- 
quent, en éliminant y entre cette équàijon et la deuxième des 
équations (8) du n^ 101, on aura t en fonction de 0. 

105. Surfaces développables. — Ces surfaces sont engen- 
drées par une ligne qui se meut de manière à rester constam- 
ment tangente à une courbe donnée ds'. Elles sont donc un 
cas particulier des surfaces réglées quelconques, et Ton passe 
de celles-ci à celles-là, en supposant que la plus courte dis- 
lance dp de deux génératrices infiniment voisines est nulle, 
y est alors constant et égal à un angle droit, dq devient Télé- 
meni ds' de la courbé directrice, c'est-à-dire de Tarête de re- 
broussement de la surface développable ; si l'on prend toujours 
pour lignes coordonnées les génératrices rectilignes et leurs, 
orthogonales, l'on a 

d(7=^td£y d(Ti =z dpx = ds' -h dt; 

d(7i dfT d(j' d(7 j 

— —=0, — - ^ro, =0, — = aw. 

/ l ri r . 

L'équation différentielle (2) devient 

(4) -[^'rfe^^-((/5'-f- dty]^ tdo)d£=^o, 

et conséquemment l'on a 

,., dt^ fds'\dt fds'^ du) \ 

^ ' dt" \d& ) de \de de ) ' 

équation différentielle entre deux variables t et p. 

Surfaces coniques. — Ces surfaces sont un cas particulier 
des surfaces développables, puisqu'il suffit de supposer que 
dans celles-ci la courbe directrice est un point. On passera 
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donc des surfaces développables. aux surfaces coniques, en 
posant ds* nul. L'équation précédente devient donc 

tas ^^^ ^" . 

' de dz 

Problème IV. — Déterminer sur une surface conique une 
courbe telle, que le rayon de courbure de la section normale 
suivant Vêlement de cette courbé soit proportionnel à la lon- 
gueur t de la génératrice rectiligne, comptée à partir du som- 
met. 

On a la condition, h étant une constante, t: = kt; on peut 
plus généralement supposer k égale à une fonction de p seu- 
lement. Ce qui revient à dire que ce coefficient conserve la 
même valeur sur la même génératrice ; on obtient alors Téqua- 
tion différentielle 

dt . / , d(ti 

— — del 1 -h k -j- 

t \ de 

■ 

la courbe cherchée a donc pour équation 

dans laquelle fx est la constante introdnite par l'intégration. 

106. Surface de révolution, — Dans ces surfaces, -r étant 
nul, réquation différentielle de la courbe sera 

Si la courbure - est une fonction de la variable t seulement, 
Ton obtient 






qui ne dépend que des quadratures. 
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Si la courbure - est liée harmoniquement avec les cour- 
bures -» - par la relation 

*2 -h V t^ k' 

=- H > 

TT r r, 

k étani une constante, on aura Téquation différentielle 

dont Tiniégrale est 

do étant la constante introduite par l'intégration. 

§ Jll. — Des LIGNES DE COURBURE. 

lOT. Nous avons déjà défini ces lignes dans le Chapitre rela- 
tif à la courbure des surfaces (n"70). L'équation que nous 
avons trouvée est 

Le premier avantage de cette forme est que le sens géomé- 
trique des différents coefficients s'y trouve déterminé, de 
sorte que, ces coefficients ne se rapportant pas plus à un 
système qu'à un autre> l'équation est, par cela même, écrite 
dans un système quelconque. Le second avantage est que ces 
coefficients se prêtent également à une traduction analytique 
qui facilite le passage de l'équation générale à celle qui se 
rapporte à un système particulier. Enfin le troisième avantage 
est que cette forme se prête naturellement à la recherche des 
Hgnes de courbure d'une surface quelconque. 

Recherche des lignes de courbure. — Lorsqu'on écrit les 
équations d'une surface, on rapporte chaque point à un sys- 
tème de coordonnées; or le système que Ton choisit de pré- 
férence est celui qui résulte soit de la définition de la surface, 
soit d'un de ses modes de génération. L'équation des lignes 
de courbure que nous avons écrite nous apprend immédiate- 
ment si le système des coordonnées est celui des lignes de 
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courbure^ car si le sysième est rectangulaire, il suffit que l'on 
ait -T = o, et s'il ne l'esi pas, que le rapport de l'un dès coef- 
ficients extrêmes au sinus soit nul [n® 59, form. (3)]. Il nous 
apprend aussi si l'une des lignes du système, dtr par exemple, 
est une ligne de courbure, car dans ce cas cette équation se 
présente sous la forme d'un produit de deux facteurs, dont 
l'un des deux est l'arc do-, et l'autre une expression différen- 
tielle du premier ordre et du premier degré. Si ni l'une ni 
l'autre des séries des lignes coordonnées ne se compose pas 
de lignes de courbure, on obtient une expression différen- 
tielle qui est du premier ordre, et de second degré. Or cette 
équation est elle-même susceptible de se simplifier suivant la 
nature du système dont on a fait usage. Ces observations vont 
trouver leurs applications dans les problèmes suivants. 

Premier cas. — Les deux lignes coordonnées sçnt les lignes 

de courbure, 

108. Problème V. -^ Lignes de courbure des surfaces de 
révolution. 

D'après ce que nous avons établi au n® 89, le système des 
cooi données lignes méridiennes et cercles parallèles est ortho- 
gonal. Or nous avons déjà reconnu que la courbure -j de ce 

système (n° 103) est nulle; de là on conclut que le système 
des coordonnées est celui des deux séries de lignes de cour- 
bure de la surface. C'est aussi ce que l'on aurait pu établir 
directement, en prouvant que sur ces deux séries de courbes 
deux normales infiniment voisines se rencontrent. On voit que 
ces deux sériel de lignes de courbure sont l'une et l'autre 
composées de lignes planes. 

Problème VI. — Lignes de courbure de la surface engendrée 
par une courbe plane dont le plan s'enroule sur un cylindre 
(surfaces moulures). 

Dans celte surface le système de coordonnées qui s'est 
présenté naturellement (n® 96) est orthogonal. Or on recon- 
naît que la composante normale -y de la courbure inclinée de 
l'arc dd est nulle, puisque le plan de cette courbure n'est 
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autre que le plan tangent. Le système de coordonnées • 
c = consi. et t.=:const. est donc le système des lignes de 
courbure de la surface. Les deux séries de lignes de courbure 
sont encore des lignes planes. La série c = const. donne la 
courbe génératrice dans une de ses positions; la série 
t = const. donne une courbe parallèle à la directrice. 

109. ProblèheVIL — Lignes de courbure de la surface engen- 
drée par une courbe plane dont le plan s'enroule sur une sur- 
face développable. 

Si dans cette surface on prend pour système de coordonnées 
celui qui se présente naturellement : i° la courbe génératrice 
dans une de ses positions; 2<> la courbe décrite par un point 
quelconque de cette génératrice, on reconnaît : fque le sys- 
tème est orthogonal, 2» que la composante normale -r de la 

courbure inclinée de Tare dé la seconde courbe est nulle, 
puisque le plan de cette courbure n'est autre chose que le 
plan tangent; le système des coordonnées est donc le système 
des lignes de courbure de la surface. On reconnaît aussi que 
les lignes de courbure de la première série sont des lignes 
planes, puisqu'elles ne sont autre chose que les diverses 
positions de la courbe génératrice. Quant aux lignes de la 
deuxième série, elles sont osculatrices de lignes sphériques. 

Équations en termes finis des lignes de courlyure. — Consi- 
dérons une courbe directrice ds' et la surface enveloppe de 
son plan normal. Lorsque ce plan s'enroule sur la surface po- 
laire de la courbe rf*', le point o qui se trouve sur la direc- 
trice dans une des positions du plan s'y maintient, ce plan 
reste normal à la directrice, et la parallèle menée du point o 
à la génératrice rectiligne de contact tourne autour de ce point, 
à chaque position infinitésimale, d'un angle égal à la flexion dtù 
de la directrice ds', de sorte que si l'on rapporte cette parallèle 
à la droite fixe dans ce plan, qui a été menée du point o parallè- 
lement à la génératrice initiale de contact, la somme des dépla- 
cements angulaires sera Q= j rfw. Soit la courbe génératrice 
rapportée à cette droite fixe on' et à sa perpendiculaire or', ei 
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soit «'— i}»(t.') réquation de celte droite. Si nous rapportons 
un point de celte courbe : i® à la droite on qui, dans la posi- 
tion que Ton considère, est parallèle à la génératrice de con- 
tact; 2" à la perpendiculaire or située dans le plan, on aura, en 
se reporlant au n** 96, 

i/i" ^(-J) cosû -h t/'sinl2, 
x,z=i'o' cosû — ^ (*/') siniî. 

Or, comme dans la position que l'on considère du plan 
mobile, l'équation (i) du n** 96 a lieu, on aura, en ayant égard 
aux équations (2), 

(3) j7 = ^'H-t.côs(t', or) -+-/icos(/i, r) J3j, 

dans lesquelles^',/', 2' sont les coordonnées du point o, et les 
autres quantités ont la même signitication que dans le numéro 
désigné. Telles sont les équations de la courbe génératrice 
dans une de ses positions, correspondantes à une valeur de 
V z=z const., et les équations de l'autre ligne de courbure cor- 
respondantes à une valeur de t.' = const. 

Différentielles des arcs coordonnés. — Nous avons calculé 
au n** 96 la valeur de ds^, mais dans cette équation il faut rem- 
placer t. et /i ou son égal/(i^) parleurs valeurs tirées des 
équations (2) précédentes. Or, si l'on remarque que ces der- 
nières équations donnent par la différentiation 

( f'[x.)dx, = [cosi2ij>'(ï.') H- sinû] dx!-^x,d(ù, 
^^"^ \ rft,=r[cosû-sinûi|;'(v')]rfv'-/(t.)rfa>, 

on obtient, par la substitution de ces valeurs \lans l'équa- 
tion ,(2) du n° 96, l'expression 

(5) ds^- [^£^^Jd.'+ \, + [^'{.')]f'rf.";, 

de là on conclut que, si l'on représente par Si' le rayon de 
courbure de la courbe ds', Ton a 

(6) d(T=:(^'-hx.)de, d(T, = \i-^[i\i'(x,')y^^dx.'; 

le système est donc orthogonal comme nous l'avions reconnu. 
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Ces deux dernières équations sont évidentes, on aurait donc 
pu les obtenir directement. 

Les équations (2) et (3) renferment les équations des lignes 
de courbure des surfaces suivantes, qui sont : 

1° Les surfaces de révolution; la surface développable sur 
laquelle s'enveloppe le plan qui contient la génératrice, se ré- 
duit à une droite qui est l'axe de révolution. 

2° Les surfaces moulures; la surface développable sur la- 
quelle s'enroule le plan est un cylindre. Dans ces deux cas les 
lignes de courbure des deux séries sont planes. 

3° Les surfaces engendrées par une courbe plane dont le plan 
s'enroule sur un cône; les lignes de courbure de la première 
série sont planes et celles de la seconde sont sphériqués. 

4** Les surfaces engendrées par une courbe plane dont le 
plan s'enroule sur une surface développable; les lignes de 
courbure de la première série sont planes et celles de la se- 
conde osculatrices de lignes sphériqués. 

Pour obtenir les équations relatives au premier cas, il fau- 
drait faire nuls l'angle û et les coordonnées x\ j', z' ; dans le 
second cas, l'angle* Q serait nul; dans le troisième, le point 
décrivant reste à une distance invariable du sommet du cône. 

110. Surfaces développables. — Ces surfaces sont un cas 

particulier de celles obtenues dans le problème précédent. II 

suffit, en effet, de supposer que la courbe génératrice est une 

droite. Soient les équations de cette droite qui rencontre la 

directrice 

;i'=i:Msina, i.'=MCOsa, 

a étant une constante et u une longueur variable, on trouve 
alors 

les lignes de courbure sont donc la génératrice u dans ses di- 
verses positions et les trajectoires orthogonales de cette géné- 
ratrice sur la surface développable engendrée par u» La droite u 
s'enveloppe sur la surface développable donnée et forme 
l'arête de rebroussement de la surface développable engen- 
drée par u, et cette arête est une développée de la courbe 
directrice ds\ 
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Si la droite u, au lieu de passer par un point de la courbe 
directrice rfï', 'a une position quelconque dans le plan. Ton 
aura, a étant une constante, 

/i'=: v' tanga -♦- a. 

Ton aura donc les équations des lignes de courbure de la sur- 
face développable engendrée par la droite 

/icosa = v'sin (a -f- il) -h acosacosi2, 
vcosa — v'cos(a -f- û) — acosasinû. 

Les équations (6) deviennent 

dfj= (^'4- v)rf£, d(jx = {i H- tang2a)^rfv'. 

On a donc une surface développable dont Tarète de rebrous- 
sement est située sur la surface développable proposée et 

■ 

forme une développée d'une courbe parallèle à la direc- 
trice ds'. Ainsi les développées de toutes les courbes paral- 
lèles à une courbe donnée sont situées sur une même surface 
développable. 

Surfaces coniques, — Lorsque la surface développable sur 
laquelle s'enroule le plan qui contient la droite est un cône ei 
que cette droite passe par le sommet du cône, elle engendre 
un autre cône. Les lignes de courbure du cône soni donc les 
génératrices rectilignes et leurs trajectoires orthogonales; or 
chaque trajectoire orthogonale est toujours à la même dis- 
tance du sommet, puisqu'elle est engendrée par un point de 
la droite qui passe par ce sommet. Donc le second système de 
lignes de courbure se compose de lignes sphériques, le centre 
de la sphère étant au sommet du cône. 

Généralement, quelle que soit la position du point dans le 
plan mobile, il reste à une distance invariable du sommet; 
donc il engendre une ligne sphérique, et toutes les dévelop- 
pées dé cette ligne se trouvent sur la surface du cône. On con- 
clut que si une ligne est sphérique, toutes ses développées 
ainsi que les développées des lignes parallèles de la proposée 
sont silMées sur la surface d'un cône. Ce qui est un théorème 
connu. 



I 



I 
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111. Problème VIII. — - Lignes de courbure de la surface en- 
gendrée par une courbe plane qui se déforme d'après une loi 
donnée, pendant que le plan s'enveloppe sur une surface dé- 
veloppable. 

Le problème ne diffère du précédent (n*» 109) qu'en ce que, 
à la place des équations (2) du numéro cité, l'on a 

, , i /i= n'cosû -h v'sinû, 

(2) < 

I X, =z if cosû — /l'sinû, 

dans lesquelles n' et v' sont des fonctions arbitraires de deux 
variables, l'une v et l'autre u ; on obtient par la différentia- 
lion, rfw', di.' étant les différentielles complètes par rapport aux 
deux variables v et u, 

dn = cosQdn' -h sinûdj-h x^rfo), 
dx, = cosQdx,' — sïnQdn' —ndu. * 

Si Ton porte ces valeurs dans l'expression de ds^ (n*»96), 
mise sous la forme 

ds^ =z{ds'-{- t,de y -^{vdcù — dny -h(ndu -h rft, )% 

on obtient 

ds'z=z{ds' H- t,rfc)^-h dn"'\'dx!\ 

conséquemment 

dt^ Idn" dx!^ 



(3) 



, , I dn' dn' dv dxJ\ , , 

a (7 d(Tx coscp = -T 7 — h -7 -r- 1 du dv, 

^ \du dv du dv J 

Surface engendrée par un cercle dont le rayon est variable, 
pendant que son plan s* enveloppe sur une surface développa- 
ble, -— Il faut, dans le calcul précédent, poser, en représen- 
tant par /( V ) le rayon variable, 

n' =f{v)s\nu, x! = f(v)cosu, 

1 1 
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ce qui donne, par suite des formules (2) et (3), 

n=/(i')sin(tt-hî2), x.=f{v)cos{u -hû), 

cos<p=o. 

Le système est donc orthogonal; de plus, la composante 
normale -j de la courbure inclinée de Tare d(r est nulle, puis- 
que le plan de cette courbure est le plan tangent à la surface. 
Le système des coordonnées v = const., u = const. est donc le 
système des lignes de courbure; la première série i' = const. 
est composée de cercles. Il est facile de reconnaître que cette 
dernière surface est l'enveloppe d'une sphère dont le centre 
parcourt la <;ourbe directrice ds\ et dont le rayon varie d'a- 
près une loi donnée /(c). 

On a supposé dans le calcul précédent que le centre du 
cercle générateur se trouvait sur la courbe directrice ds'; mais 
on aura les mêmes résultats si l'on suppose que le centre se 
trouve en un point déterminé du plan qui s'enroule sur la 
surface développable, cela revient à dire que ce centre par- 
court une courbe parallèle à la courbe directrice ds\ et que 
son rayon varie d'après une loi donnée. 

Surfaces canaux, — Lorsque le rayon du cercle générateur 
est constant, la surface engendrée est une surface canal. Il n'y 
a qu'à supposer dans le calcul précédent le rayon du cer- 
cle /(c) constant, dans les formules précédentes (2). 

Les lignes de courbure d'une série sont donc des cercles 
égaux entre eux, et les lignes de courbure de l'autre série sont 
des courbes parallèles à la directrice ds\ 

Deuxième cas. — L'une des lignes coordonnées est une ligne 

de courbure, 

112. Si l'une des lignes coordonnées est une ligne de cour- 
bure, et l'autre est quelconque, l'équation différentielle passe 
au premier degré. 
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En effet, si da est une ligne de courbure, Ton a la* condi- 
tion ^ = o> laquelle enlraîne réquation 

I coscp 
l r 

Or, si l'on élimine y entre celle équation et Téquaiion (i) 
du n** 107, on trouve 

f |(rf<j, COS9 -4- d(T)d(ii 1= o; 

le facteur ( } ne peut pas être généralement nul; il faut 

donc égaler à zéro Tun des deux autres fadeurs. Si Ton pose c/o-. 
nul, on trouve pi t= const. : c'est la ligne de courbure dont do- 
est Tare élémentaire, c'est-à-dire l'une des deux lignes coor- 
données. Si Ton pose 

rfo-i coscp -f- rfo- = o, 

on a réquation de l'autre ligne de courbure, et l'on reconnaît 
que c'est la trajectoire orthogonale des lignes coordonnées de 
la série pi. 

113. Problème IX. — Lignes de courbure de la surface héli- 
coïdale dont la courbe génératrice ^ est donnée par l'équation 
différentielle 

Il étant une constante. 
On trouve les relations siuivantes : 

f/o-Jnr^ dt\ d(T' = {a'-^t')de\ 

. coscp rf(7 rfdi = ^ dOdt. 

Or, si l'on calcule la deuxième courbure géodésique ^ de 

II. 
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la courbe d^iy d'après les formules du n** 58, on trouve que 
celle courbure esl nulle. C'esl d'ailleurs ce que Ton verra au 
numéro suivanl; de là résulte que la ligne coordonnée dci est 
une ligne de courbure. Donc les lignes de courbure de l'autre 
série «eronl les trajectoires orthogonales de la courbe dcTi ; 
d'après cela, on aura 



v/^- 



L'intégrale de cette équation, d« étant une constante arbi- 
traire, s'obtient directement 

a(9-^e.) = ;xlog( f--f^ ); 
on en déduit 






qui est l'équation en termes finis de l'autre série de lignes de 
courbure. 

Troisième cas. — Les deux lignes coordonnées sont 

quelconques. 

Il 4. Problème X. — Lignes de courbure de la surface héli- 
coïdale quelconque. 

Si nous nous reportons aux équations du n"* 85, nous avons 

dx COS0 dy sin0 dz à' 

__^__ — ^ *■ — - _^_^ — — 1 • 

ddi ^i-f- vj^'2 d(Tx y'n- ^'"i ddx ^T^^^p' 
dx ^sinô dy /cos0 dz _ ^ . 

COS9 d(j d(Ti = ayd6 dt ; 
/dx\ _^YV_^2^ d_ldx\_^tcosB_ 



dd 
d(T 



l dx\_ y Y sin d fdr\ _ tsmB 

d ldz\_ Y J_(^\ — 

d(T,\d<Tj~ {i-]-^"y' dff\d<T)~°'' 
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d l dx\_ — sin0 
dd \d(Ty)~ ^i^ ^''' yj à" A- t^^ 

d I dx\_^ COS0 

d ( dz \ 
dd \ d(Ti 



= o. 



Soient Xt, Y,, Z, les cosinus des angles de la normale à la 
surface, avec trois axes, et posons, pour abréger, 



Ton a 

Y (/^j^'cosô — asinô) ^ (/^}^'sin0-h«cos0) „ __ t 
X,- ^ , Y, = 'Z,-^. 

D'après ces formules, on trouve 

cos(n, ^,)_ iY cos(/i,.^)_ f^' 

cos(/i, ^) —a 

■C "~ >/i-t- ^'^ si a} H- t^ ' 

en portant ces valeurs dans Téquation générale des lignes de 
courbure, on trouve 



- 4(14^ "']'"■=''• 



dans laquelle les variables sont séparées, et qui par consé- 
quent ne dépend que des quadratures. 

Cas particuliers, i® Héliçoïde à plan directeur, — Il faut 
poser ^ = const., on obtient 



que nous avons déjà trouvée n** 85, et dont l'intégration est, 
jix étant la constante d'intégration. 
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2* Si réquatioD difrérentielle de la courbe génératrice '^ est 

dy tdi 

l'intégrale première de cette courbe est, c étant la constante 
de l'intégration. 



y» — c^(a^ -H I*) 

et l'équation différentielle des lignes de courbure devient 

dt 



dB = 



3<* Si l'équation diflérentielle de la courbe génératrice est 

^'rfy dt 



-r = o. 



une première intégration donne, u étant la constante de l'in- 
tégration, 

d^ = - ^i>}-^i\ 
Or, si l'on remarque que l'on a 



d^ = 



^ t tdi 



, Vfx^-/' 



on trouve, c étant la constante introduite par l'intégration^ 



2 -î- c = ^IL^ £* -+- |X log 



qui est l'équation de la génératrice. 

On trouve pour équation diflérentielle des lignes de cour- 
bure 



.^2 

odQ 



IX' dt 



-M(f) 

^= - > 



<ioDt l'intégrale est 



a-j-v,*^'— ^ 
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d'où on déduit 



t 






qui est réquaiion en termes unis de la projection des lignes 
de courbure sur le plan des x, y, 

115. Équation des lignes de courbure dans le système car- 
tésien. — Cette équation se déduit en quelque sorte intuiti- 
vement de l'équation générale; il n'y a qu'à apprécier les arcs 
des lignes coordonnées déterminées sur la surface par les 
deux plans a: ==: p, j == p, , et les courbures normales propres 
ou inclinées de ces arcs : on obtient immédiatement, en appe- 
lant p, 9, V, 5, / les coefficients différentiels du premier et du 
second ordre de 2, 

</(y'=(i-f-/?*)rfp% rfp; = (i4-9')rfpî, d<TdaiCos(^^=pqdpdpiy 
-j^-:-vCOs(n,z), _;_=./cos(/i,z), 
d(T ddx \ , 

et en les substituant dans l'équation (1) du n"" 107, on trouve 

df\fqt-s{x-\-q^)\ 
+ dydx [( I 4- p' ) ^ — ( I -f- ç')v] H- dx% \-\-p')s~ pqx.] = o, 

que l'on peut écrire sous la forme suivante, le signe d indi- 
quant une différentielle complète, 

( dx -h pdz)dq — (rfj -4- qdz)dp = o. 

On l'obtient directement en exprimant que deux normales 
aux points inOniment voisins 

(Xy y, z)y (x-\- dxy y -h dy, z -\- dz) 

se rencontrent. 

116. Surfaces coniques, z — px -{- qy, — On tire de cette 
equaiion dp -- ~^.-dq; en substituant dans l'équation pré- 

X 
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cédenie, l'on a 

dq[x{p dz-k- dx)-^ >•( qdz -\- dy^)'\^o. 

Le premier facteur donne 

dont rintégrale est z = fiy, fx étant la constante d'intégration ; 
le second facteur donne 

xdx -\- ydy -\- zdz 1= o, 

dont l'intégrale est, f/i étant une seconde constante, 

x*-\- x^-h z^= [jl]. 

Ainsi une série de lignes de courbure se compose des in- 
tersections du cône et des sphères concentriques au cône, et 
l'autre des intersections du cône avec des plans passant par 
Taxe. C'est ce que nous avions déjà trouvé. 

117. Surfaces de révolution. — L'équation des surfaces de 
révolution est (n® 89) 



on déduit 

X y t 

qui est l'équation aux différences parlielles; on déduit de 
même 

/>==Î7 dp=-qd\^^-\-''-dq. 
Si l'on porte ces valeurs dans l'équation, on obtient 

qui s'écrit sous la forme 

^M ^,) Wdz - {ydq ~qdr)] = o. 
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Le premier facteur égalé à zéro donne 



al- 1=0, d'où -=a, 

\r/ r 



a étant une constante. 
Le second facteur égalé à zéro donne 



dz 



-rffiUo, d'où .-6=2:=i:ii', 



b étant une nouvelle constante. 

Donc (z — 6) est une fonction ty ce qui donne une surface 
de révolution autour de Taxe des z, laquelle ne peut rencon- 
trer la surface de révolution proposée que suivant un paral- 
lèle. 

Ainsi les lignes de courbure sont les courbes méridiennes 
et les cercles parallèles. 

118. Dans le cas qui nous occupe, c'est-à-dire lorsque les 
lignes coordonnées ne sont ni Tune ni l'autre lignes de cour- 
bure, la recherche de ces lignes se trouve simplifiée par l'in- 
troduction de certaines autres lignes coordonnées : 

I** Lorsque les lignes coordonnées sont deux séries de 

lignes asympto tiques; alors les courbures -i — étant nulles, 

r r, 

l'équation des lignes de courbure se réduit à la forme binôme 

Dans ce cas les lignes de courbure sont les deux bissectrices 
du système. C'est ainsi que les lignes bissectrices des angles 
des génératrices rectilignes de l'hyperboloïde à une nappe, que 
nous avons étudiées au n** 83, sont les lignes de courbure de 
cette surface. 11 en est de même des bissectrices des angles 
des deux séries de lignes asymptotiques de l'héliçoïde gauche 
à plan directeur, ces deux séries étant les génératrices recti- 
lignes de la surface et leurs trajectoires orthogonales. On ob- 
tient donc les équations des lignes de courbure en faisant m 
égal à I dans les équations du n° 85. Appliquons encore ces 
considérations à la solution delà question suivante. 
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Problème XL — Lignes de courbure du paraboloïde hyper- 
bolique. 

Soit le paraboloïde donné par l'équation 

z ■=z mxy\ 

Si nous prenons pour lignes coordonnées les deux systèmes 
de génératrices reciiïïgnes dont les équations ^ont ^ = p, 
j — p,, on trouve 



d(T=zdpsli -f- m'p;, rf(T, = dpsJi-\- m'p'; 

de là résulte que l'équation différentielle des lignes de cour- 
bure est 

dp rfp, 



Elle a pour intégrale, fx étant la constante de l'intégration, 



m 



p -h ^i -I- m^p^^i ^ (mp, dz >/i -+- w*pj). 



Si Ton remplace p et p, par leurs valeurs, et qu'on chasse 
les radicaux, on obtient les deux séries (Je coniques 

dans lesquelles le signe supérieur se rapporte à une série de 
lignes de courbure, et le signe inférieur à l'autre série. Ces 
coniques satisfont à cette condition qu'elles sont concen- 
triques et que les diagonales des rectangles construits sur les 
axes ont la même longueur pour toutes les coniques des deux 
systèmes. 

119. 2® Il n'est pas nécessaire que les deux lignes coor- 
données soient asymptotiques pour que les deux lignes de 
courbure soient les deux bissectrices du svstème; il suffît 
que les courbures normales des lignes coordonnées soient 
égales; alors on tombe encore sur l'équation des bissectrices. 
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Problème XII. — Lignes de courbure de la surface, 

— az=z \ogcos[a(x -h a)]cos[a(y-h^)]y 

dz 

^ — lang[a(^ -ha)] cos[a(jH- P)], 

dz 

^ = lang [aix -4- (3)] cos [a{x-h a)], 

d\z _ acos[a{x -h^)] d^z _ acos[a(x -ha)] 
dx"" ~~ cos'[a(^-ha)]' dy^ ~" cos*[a(jH- P)] ' 

^^r=-iang[a(j:-ha)]lang[û(j-t-P)]. 

D'après ces valeurs, on reconnaît que les valeurs -? -y 

r rx 

en appliquant les formules (17 ) du n° 52, sont égales. 

De là résulte que les équations des lignes de courbure de la 

surface sont 

dy dx 

cos[a(7-f- (3)] cos[a(:c-4-a)]' 

dont les intégrales sont, p étant la constante d'intégration, les 
équations suivantes : 

lang ^[^ - «(r + P)J =^ fx lang ^ [^ - «( ^ ^- «)]» 

tang^[^-«(r-^(3jjlang^r^-a(^-^a)j=^^ 

120. 3<» Si Tune des deux lignes coordonnées est seule 
asymptotique, Téquation des lignes de courbure prend la 
forme 

(i) dd^, -h - daddi — dG^=Oy 

r 

Conoïde droit. — Soit Téquation du conoïde 

r 



Prenons les coordonnées 0rr:p, Trzrp, ; on trouve alors, en ope- 
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rant soit géométriquement, soit analytiquement, 

et Ton retombe, dans le cas de l'héliçoîde gauche à plan di- 
recteur, sur l'équation connue. 

Surfaces régiées quelconques. — En ayant égard aux rela- 
tions établies au n"* 101, l'équation (i) du présent numéro de- 
vient 

{dt -h dq){dy — d(A) -h dedp = o; 

or, si, au moyen des relations (i i} du n"* 101, on élimine y de 
cette équation, elle ne renfermera plus que les variables p et /, 
et Ton aura 

si Ton divise par h Ton voit que les coefficients des deux der- 
niers termes sont des trinômes du second degré en /, dont les 
coefficients sont des fonctions de s. Cette équation, dans le 
cas généra, n'est pas intégrable. 

Dians le cas des conoîdes> il Êiut poser </&» et dq nuls, et alors 
l'équation devient 



rf^ 



da^ do du da da 



qui concorde parfaitement avec celle que nous venons de 
trouver directement. 

I IV. — Dis ue:!ixs ^out \a #«!r\ii3U coiKBTBJi ctortsiQiiB 

121. Éqaation différentielle. — Si <fons Téquatio*! (a*"} du 
11" a8 on suppose que ^ représente une fonction quelconque 
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donnée, on aura Téquation différentielle des courbes tracées 
sur la surface telles, que la deuxième courbure géodésique 
sera égale à cette fonction. Cette équation différentielle du 
premier ordre et du second degré est 






sin9 I cos9\ ^ ^ ^ /2sin9C0S9 



, , /sin© I coso 



O. 



Si le système des coordonnées est rectangulaire, cette équa- 
tion devient 

si les lignes coordonnées sont les lignes de courbure de la 
surface, cette équation se réduit à 

d(T\-\-d(id(j, (- — -\\ -\-d(j^ = o. 

Problème XllI. — Trou\^er les lignes tracées sur une surface 
de révolution telles, que leur deuxième courbure géodésique 
égale une fonction donnée de t, n° S9. 

Si l'on pose, pour abréger, 
l'on aura, d'après le n° 103, 

ei l'équation différentielle de la courbe sera ' 

dfJ ^ , /-: 

dans laquelle les variables sont séparées. 
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Ccu particuliers. — Supposons que la surface de révolu- 
tion est un tore dont Téquation est 

Va 

dans laquelle a et a sont des constantes; F devient égal à — 9 

de sorte que l'équation différentielle de la courbe sera 



ny/a' — it—ay 



1° Si la deuxième courbure géodésique rr est proportion- 
nelle à la tangente de Tangle que le rayon mené de l'origine 
au point de la courbe fait avec l'axe de révolution, on a la 

kz 
condition V=: — » k étant une constante; l'intégrale de l'é- 

V 

quation précédente, d« étant la constante de l'intégration, 
sera 

ainsi la projection de la courbe sur le plan des a:y est une 
spirale parabolique. 

2" Si y est proportionnel à la distance / d'un point de la 
courbe à Taxe de révolution, on trouve la trajectoire des lignes 
méridiennes sous angle constant. 

3** Si V est proportionnel au carré de /, on trouve la spirale 
sinusoïde pour projection de la courbe. Cette spirale a pour 
équation 

^ — a = a sin 1 — , 

\ kaa 

4* Enfin si V est proportionnel au rectangle tZy on trouve la 
spirale logarithmique. 

§ V. — Des lignes conjuguées. 

122. Lorsqu'une ligne est donnée sur une surface, l'équa- 
tion différentielle des lignes conjuguées est du premier or- 
dre, et dépend généralement des composantes normales des 
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courbures propres ou inclinées des lignes coordonnées. Nous 
avons déjà donné celte équation différentielle au n" 72. Nous 
allons rappliquer à quelques exemples, se rapportant aux 
courbes ellipsoïdales. Mais avant, il nous faut connaître les 
expressions du rayon de courbure des lignes coordonnées 
elliptiques. 

Diamètres, — Normales, — Rayons de courbure de Vellip- 
soideen coordonnées elliptiques, — Pour abréger, nous repré- 
sentons par h^ le volume du parallélipipède construit sur les 
trois demi-axes de l'ellipsoïde; par D, Di les demi-diamètres 
parallèles aux directions de deux lignes de courbure en un 
point; par M la distance du centre au plan tangent: or, si on 
exprime cette distance en coordonnées elliptiques, n° 92, on 
trouve 

M = 



Le volume du parallélipipède construit sur les trois demi- 
diamètres conjugués étant constant et égal au produit des 
trois demi-axes, il résulte que le dénominateur de M repré- 
sente Taire du rectangle construit sur les demi-axes de la sec- 
tion diamétrale parallèle au pian tangent; or la première des 
équations (2) du n® 92 peut s'écrire 

X'-h(X2— é^) + (X^— c»)=^»-4-7*-hz^-^(X^ — |UL^)-h(X'— V*). 

Le premier membre est la somme des carrés des trois demi- 
axes de l'ellipsoïde, laquelle égale la somme des carrés des 
demi-diamètres conjugués d'un système quelconque; donc, 
si l'on retranche du second membre le carré du demi-diamètre 
conjugué du plan tangent, lequel est x" -h y^ -¥- z% la partie res- 
tante du second mernbre exprimera la somme des carrés des 
demi-axes de la section diamétrale parallèle au plan tangent : 
on a donc les deux équations 

desquelles on déduit 

Calculons maintenant le rayon de courbure d'une ligne quel- 
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conque ellipsoïdale; soient >, X„ 7^ les trois demi-axes de Tel- 
lipsoîde, son équation en coordonnées rectangles est 






2 



Si Ton différentie deux fois de suite cette équation par rap- 
port à un déplacement ds effectué sur la courbe, on a l'équa- 
tion 

X d ldv\ r d ( djr\ z d (dz \ 
T? di \lû) "^ ÏJ 5 \ Â j "^ /f i?i V Â / 



dx" dr^ dz" 



}}ds^ ' A:ds' llds' 



o. 



Or la somme des trois premiers termes est la composante 
normale de la courbure, divisée par la distance du centre au 
plan tangent, et la somme des trois derniers est T inverse du 
carré du demi-diamètre ûd parallèle à l'élément de la courbe; 

on a donc, en appelant — cette courbure normale. 

Si maintenant on suppose que l'élément ds coïncide succes- 
sivement avec d(7 et rfo-,, et que cj., cj, représentent les rayons 
de courbure des sections normales suivant da et d(Ti, on a 

^•- ¥ ' '''- ¥ 

Enfin, appelons N«, N^, N, les segments de la normale à l'el- 
lipsoïde, terminés aux plans coordonnés du système carté- 
sien, perpendiculaires aux axes des Xy y> ^> on trouvera direc- 
tement 

. N,- N^ - N. -^' 

lesquelles donnent l'expression de ces normales en coordon- 
nées elliptiques. 

Des lignes conjuguées ellipsoïdales. — Nous prenons pour 
lignes coordonnées de l'ellipsoïde le système des deux séries 
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de lignes de courbure; or» dans le cas d'un système de lignes 
de* courbure, Téquation différentielle des lignes conjuguées 
d'une courbe donnée est l'équation (2) du n" 72 






\d(TtJ.\d(Toli 



le rapport [-1--) étant tiré de Téquation de la courbe donnée ; 

de là résulte que si l'équation de cette courbe est (n® 91) 

rfF , dF . 

-j— dix -h -7- dv — o, 

a/x ' dv 

l'équation différentielle de la courbe conjuguée sera 

[i^ — l^ dfx ^ y' — X^ dv __ 

(a»-6»)(^»-c^) dl - [v^-b^)(c^^v^) al.y, ~''' 

dix ^ ^ dv 

Si l'on compare cette équation à l'équation différentielle (5) 
de la trajectoire orthogonale de la même courbe, qui a été 
donnée au n° 92, on conclut que l'on passe de la seconde à 
la première, en divisant le premier terme de la seconde par 
(X'— |[x'), et le second terme par (X* — v^). 

123. Applications : 1° Courbes conjuguées des lignes cylin- 
dro-elliptiques, — En se reportant au n° 93, et en usant de la 
remarque que nous venons de faire, on trouve pour l'équation 
différentielle des courbes conjuguées des lignes cylindro-ellip- 
tiques 

(^^+/')rf |UL {v'-hl')dv __ 

^lx(ix^'-~b^)(lL'—c^) "^i/(v»— 6»)(v'— c^)""^' 

Cette équation différentielle ne diffère pas de l'équation diffé- 
rentielle de la trajectoire orthogonale des sphéro-coniques, 
pourvu que, dans celle-ci, l'on change ( n° 94) A' en — /^ Donc 
l'équation des courbes conjuguées des lignes cylindro-ellipli 
ques sera (numéro cité) 

^/«(6>-c«) ^.(/i+6«)c« zO^+c^)b^ —. const. 

2° Courbes conjuguées des sphéro-coniques. — En se repOr- 

12 
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tant au n" 94, on trouve que Téquation différentielle de ces 
lignes est 



dtx dv 

H -. r-TT s =0, 



dont l'intégrale est, en passant aux coordonnées rectilignes, 

j;^î-^î^^'->^î 2^?-^' r= COnSt. 

Les exposants ne dépendent que des distances focales. Cette 
surface sera la même lorsque les sphéro-coniques seront tra- 
cées sur des surfaces homofocales de Tellipsolde proposé. 
Donc les intersections de la série des surfaces que nous venons 
de trouver avec une série de surfaces du second degré homo- 
focales à Tellipsoïde, sont, ^r chacune de ces surfaces, les 
conjuguées des sphéro-coniques. On déduit de là la propo- 
sition suivante : 

Théorème. — Une série de surfaces données par l'équation 
précédente et une série de sphères concentriques tracent sur 
chacune des surfaces du second degré homofocales de V ellip- 
soïde un réseau de courbes conjuguées entre elles. 

3« Il sera également facile de déduire de ce qui précède les 
courbes conjuguées des intersections faites par des plans pa- 
rallèles à l'un des trois plans principaux de Tellipsoïde, car, 
en se reportant au n° 93, on voit qu'il suffit de changer dans 
l'équation traitée au commencement du présent numéro, suc- 
cessivement l^ en — c% — ft% et o, pour obtenir les lignes 
conjuguées des intersections failes par des plans perpendicu- 
laires à l'axe minimum, à l'axe moyen, à l'axe maximum de 
l'ellipsoïde; on trouve ainsi les trois équations 

# 

i^=consl., — = const., - = const. . 

X z y 

On déduit de là que les intersections faites par une série de 
plans perpendiculaires à l'un des trois axes de l'ellipsoïde 
ont pour lignes conjuguées les intersections faites par une 
autre série de plans qui passent par cet axe. 

124. Problème XIV (question inverse). — Trouver les lignes 
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conjuguées des intersections de l'ellipsoïde avec la série des 
surfaces contenues dans l'équation suivante, dans laquelle 
a, p, y sont des constantes : 

x*jr^ 2T z= consi. 

Si Ton passe aux coordonnées elliptiques, et qu'on prenne 
la différentielle, on obtient 



(^^-l^-^-l-]y,du 
\fj} ^ fx'—b' IX'— c'J ^ ^ 

-h (-, -4- , ^ . , -h —Jî— -) vrfv=:o; 
or si, pour abréger, on pose les relations 

i 

l'équation différentielle des courbes conjuguées sera 

juirf/x vrfv 

dont l'intégrale est 



arc 



tang = -;^^=S= )-f-arc tang = --^— =ê^ \=z const. 



Si Ton prend la tangente trigonométrique des deux membres, 
et qu'on revienne aux coordonnées l'ectilignes, on obtient 
l'équation 

jp» ^^« ^_ ^2 — B* = k{B] — Ax^ — x^ — ^'), 

dans laquelle A, B, Bt sont des fonctions des constantes de ta 
question a, p, y et des axes de l'ellipsoïde, et k est la con- 
stante introduite par l'intégration. Cette équation rQprésente 
une série de surfaces assujetties à passer par l'intersection 
d'une sphère et d'une surface du second degré concentriques : 
on reconnaît que cette intersection est un cercle. Cette série 
de surfaces coupe la surface ellipsoïde suivant des courbes 
conjuguées des courbes proposées. 

125. Problème XV. — Courbes conjuguées des sections circu- 
laires de V ellipsoïde, 

12. 
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^ î' m opère sur réquation différentielle de ces secUons 

du dv 



iNi obiieDl pour équation différentielle des conjuguées 

duL dv 



(ti'— *^)Ve^ — ^' (v» — 6')^c* — v« 



o. 



Comme Fintégrale de cette équation ne rentre dans aucun des 
^pe$ précédemment trouvés, nous indiquons la marche à 
suivre : on prendra, pour intégrer le premier terme, une va- 
rtsible auxiliaire 9 liée avec fz par la relation ](z=<?sin(p: ce 
premier terme devient 

</(p I 



cos»9 6^ + ( 6' ~ c») tang'cp 
qui est la différentielle exacte de la fonction 



bslb 



I / s/b' — c" \ 

^== arc ^tang= ^ — tangcp j ; 



donc rintégrale de l'équation différentielle proposée sera, en 
revenant aux variables fx et v, 



tang = 7 ) -h arc tang =r —7== ) = 

b^c' — fx^J \ b^c^^iL^J 



const. 



Hit maintenant, on prend la tangente trigonométrique des deux 
membres, et qu'on élève au carré en représentant par k une 
couMiante, on trouve 



ki Ton puHHO aux coordonnées rectilignes, on obtient Téqua- 
iloii (rune surface du second degré que Ton peut écrire sous 
Im roriue Huivonte, A*i étant une nouvelle constante : 
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Elle représente une série de surfaces ayant une même courbe 
de contact, laquelle n'est autre chose que Tintersection du 
plan des sections circulaires de Tellipsoïde donné, passant 
par l'axe des 7, et d'un ellipsoïde concentrique , ayant même 
axe maximum, même axe suivant oz et dont Taxe suivant oj- 

serait fy^ -- b* — c* . 

Ces surfaces coupent Tellipsoïde suivant une série de 
courbes planes qui sont les lignes conjuguées des sections 
circulaires. Ces courbes planes sont données par la série des 
plans dont on obtient l'équation, en retranchant l'équation de 
Pellipsoïde proposé de l'équation précédente : 



— kt I -= nz r 1 = o. 



0- 



\IV—b' ^X*— 6^ — c^ ys/V'-c* 

Il est aisé de reconnaître que tous ces plans passent par une 
des deux droites qui est l'intersection du plan des zx et de 
Tun des deux plans des sections circulaires de Tellipsoïde 
proposé qui contiennent Taxe des j. On déduit de là le théo- 
rème suivant : 

Th£orème. — Si par chacune des deux droJ,tesd* intersection 
des deux plans des sections circulaires *qui passent par Vaxe 
moyen de rellipsoïde, avec le plan de la section principale 
moyenne de cette surface, on mène tous les plans possibles, 
leurs intersections avec l'ellipsoïde seront conjuguées des seC" 
tiens circulaires. 
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CHAPITRE m. 

DES UGNES QUI DÉPENDENT DES œURBURES TÂNGENTIELLES 

DES UGNES COORDONNÉES. 



126. Les lignes qui dépendent des courbures tangentielles 
propres ou inclinées des lignes coordonnées sont générale- 
ment exprimées par des équations difTérentielles du second 
ordre; mais elles ont ce caractère essentiel qu'elles ne dé- 
pendent que des variations des paramètres différentiels du 
premier ordre, ce qui. permet de composer ces équations 
dans un s;ystème quelconque dès que l'expression du dépla- 
cement (ts est connue dans ce système. 

§ 1. — De la ligne gêodésique, 

* 

PROBLiHE I. -^ Quel est le plus court chemin sur une surface 
entre deux courbes S, et Si tracées sur cette surface [Jig- 1 0? 

Fig. II. * 




Soit dd rélément de l'arc de la ligne cherchée A« A„ il &ul 

que Ton ail 

s. 



I rfo-rrio; 



r 
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ce qui donne 



f 



or, Ton mène une série de lignes orthogonales entre A» Ai et 
sa position inGniment voisine; soit d(Tx Télément de ces or- 
thogonales, Ton a, d'après le n*» 29, 



dd(T=i 



ddddt 



d'une autre part 

(rfo-)i=: dS, COS[rfS„ (d(T)y\^ (rfo")o= rfS«COs[rfSo, (rfcjo] î 



donc l'équation précédente deviendra 
rfSiCos[rfS„ (rfd),] — rfSoCOs[rfSo, (rfcx).]-*- / — g — ^=0. 



^*d<Td<r, 



L'intégrale devant être nulle quel que soit c/o-,, et la partie in* 
dépendante de l'intégrale devant être nulle, quels que soient (/S, 
et </So, l'on a les conditions 

-- — o, cos [rfSi, {d(r)i]=o, cos [rfS», ( rfo-)*] = o ; 

donc, la ligne minimum est celle dont la courbure tangen- 
tielle est nulle. C'est la ligne géodésique. La condition re- 
lative aux limites est qu'elle soit perpendiculaire aux lignes So 
et S,. 

Fig. 12. 




Problème IL — Trouver un point sur la courbe S,, tel que la 
somme des chemins A« A, -h Ai A 2 parcourus sur la surface de 
ce point aux deux courbes So, Sa, soit un minimum [fig* 12). 
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Soit do- rélément du chemin parcouru AoAi» eidt/ Vé\é- 
ment du chemin Ai A^; il faut que l'on ait 



dd -h S I d(T* = o; 



donc» en raisonnant comme nous venons de le faire, nous trou- 
verons 

rfS.cos[(rf<7)., rfS.] -f-dS.{cos[rfS„ (rfd),] 4-cos[rfS„ {da'),]] 

JS, [cosrfS,, ( rfo^ )J -H / — g h / — j^T — = o. 

On a donc deux arcs géodésiques A, A. h- A, Aj, et la condi- 

« 

tion relative aux limites est qu'ils soient orthogonaux aux li- 
gnes extrêmes Se, S3, et qu'ils fassent sur la courbe moyenne St, 
l'angle d'incidence égal à l'angle de réflexioi). 

Les conséquences sont nombreuses, nous y reviendrons 
plus tard. 

127. Équation différentielle de la courbe géodésique, — Si 
dans l'équation ( 7 ) du n'' 49, nous supposons la courbure tan- 

gentielle -5 nulle, nous aurons 

(i) do(d(r, cos(i) — d, {do-cosa) = o, 

qui est l'équation la plus simple des lignes géodésiques, bien 
qu'elle se rapporte à un système quelconque de coordonnées. 
Si l'on développe les différentiations après avoir remplacé dtr 
et rfcxi par leurs valeurs Hrfp, Hirfpi, on trouve 

cosp — ; cosa-r— ^HiSinp-rî- — Hsin« -j— ; 

^ dp api "^ dp dpi 

or, Ton a 

^ ^ \sin(â sina ^ ^ ) ' 

d'où on déduit 

I. Q dH j Q . dHi j. 

cosasmp „ , dp, — cospsma „ , dp 



= sin«sinp(^rfp.-^rfp) 



r 



« 
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qui est Féquation différentielle des lignes géodésiques. L'é- 
limination de a et (3 de cette équation, au moyen des rela- 
tions (2), dans lesquelles 9 est une fonction connue de p, pi, 
porterait cette équation différentielle au second ordre, mais il 
est plus commode de la laisser sous cette forme. 
Si le système est orthogonal, elle devient 

(3M cos^« „ 1 dpi — sin^g „ ' dp — sinacosac/a=:o, 
Hcrpi ^ H, ap ^ 

da étant la différentielle complète par rapport à p et à pi. 

128. Intégrales premières. — i® Si Tangle 9 est constant, et H 
ne dépend que de p, Ton peut toujours supposer H = i , ce qui 
revient à prendre a pour paramètre, et, en remarquant que 

doc , rf(3 , 

l'équation (3) devient 

(3-) d^dp='^^,. 

Uidp ^ cosp 

</j3 étant une différentielle complète; on a donc, si H, ne dé- 
pend que de p, 

(4) H, cos(3 = const., 

ce qui est une intégrale première. 

cosô 
L'équation (3'')peutaussi s'écrire, après élimination de -r-Çt 

au moyen des relations (i) du n® 44-, sous la forme 

(3-) ^(rfp.+ £^rfp)=sin<p#. 

Or, si H, est de la forme p^ (pi), cette équation devient 

4'(pi)rfpi ■+■ C0S9 — = sin 9^/(3, 

r 

laquelle donne 

(4') (3sin9-" cos9logp— / <j;(p,) ^/p, = consl. 
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2"» Si 9 est variable, et ne dépend que de p, l'équation (4^ 
a encore lieu; en efret, Téquation différentielle (3^) a lieu 

pourvu que Ton retranche de d& le terme -^ dp; Ton obtient 

• ap 

ainsi 

U, ap ^ cos(<^ — a) \dp ^ / 

Or, elle est intégrable» si cp et Hi sont des fonctions de p seu- 
lement; on obtient ainsi 

H, cos(cp — a)— const., 

ou, ce qui est la même chose, 

HiCOsp = const. 

3^ Cherchons les conditions d'intégrabilité de l'équation (3'). 
Soit rintégrale de cette équation 

.U = F(p,p„a) = o; 

il faut que Ton ait, après que les dénominateurs de Téqua- 
tion (3) auront été chassés, les trois conditions suivantes : 

rfHH. _ H.rfH rfHH, _ HrfHt 

dpi rfp, dp dp 

- cos'a — (^^\ - sin'a — f ^^^' V 
^ dp\ dpi / ~~ * ^ dpt\ dp ) 

Or les deux premières seront satisfaites si H = H., la dernière 
condition devient alors 

d^W 



dp dp, 



= 0: 



rintégrale de cette dernière est, ^j; et ^j^i étant des fonctions 
arbitraires, 

H'= + (p)-H+t(p.)- ^ 

Si l'on adopte ces conditions pour H et H,, l'équation (3) 
devient 

[4'(p)H- 4'» (pi)]cosa sinac^a -i- sin'a4'(p)rfp 

— cos'atj^,(p,)rfp, =^0, 



t 
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qui est la différentielle exacte de 

sin'a4^(p) — cos'a^'' ^P) = const. 

4° Supposons que <p ne dépende que de Tune des deux va- 
riables p ou pi, que II (n° 25) ne dépende que de p„ et I ne 
dépende que de p, de telle sorte que Ton ait 

I _ ^P> i_ ^P ^ 

'~y;(po' /(p) 

l'on obtiendra alors, suivant que cp ne dépendra que de p ou 
de Pi, d'après les équations (6) du n®4.7, Tune des deux ex- 
pressions 

a — / -^-^^ -f- f -^^ = const., 

P "+" / T7^ "" / TT-^ "= const., 

pour représenter Tintégrale première de féquation géodési- 
que. 

Il est évident que ces deux équations auraient encore lieu, 
si I et J, (n®25) étaient, la première une fonction de p seule- 
ment, et la seconde une fonction de pi, ou bien, si I, et J ne 
dépendaient, la première que de pi, et la seconde que de p. Il 

suffit de remonter aux équations (5') du n® 4-7, d'y faire -p nul, 

et d'intégrer Tune ou Tauire de ces deux équations. 

129. Problème III. — * Ligne géodésique de la surface héli- 
coïdale. 

Nous prendrons l'expression 'de l'arc ds, rapportée aux 
coordonnées / et [j, que nous avons trouvées au n" 87 (on y 
supprimera, pour abréger, l'indice i de fxi), 

ds' = {t^ ^ a^)diL^ ^ i^^^^i\ dr; 

or, pour cette forme, Ton a l'intégrale première de la ligne 
géodésique égale à 

v//'-f- tf'cosp=^/r, 
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k étant une constante; mais, dans ce système de coordonnées; 

donc l'équation différentielle du premier ordre des lignes 
géodésiques est 

du. = -— — ^ ^ ; 

de là on tire, /a» étant la constante de l'intégration, 

J {a''ht'))/r-ha'—k^ 

qui est Téquation de la ligne géodésique entre les variables fx 
et t. Si Ton veut avtîïr cette équation entre les variables t et 0, 
il faut éliminer [i entre cette équation et Téquation (i) du 
n*» 87 : ce qui donne 



0-1x0 = 






pour réquation de la ligne géodésique. 1 

Applications a quelques exemples : i ** Héliçoïde à plan direc- \ 

leur, — Il faut faire ; 

^{;(/) = consi., 
ce qui donne • 

J sja} + rslt^-^a' — k^ \ 

i 
il y a trois cas à distinguer, suivant que k^ est supérieur, infé- 
rieur ou égal à a^ Dans ce dernier cas. Ton a 



f^ — ft« 



Ç adt 
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si i'ojd remarque que Tintégrale peut s'écrire sous la forme 



adt 




"s/ 



a" 
V 




on trouve, c étant la constante arbitraire, 



fx — ^0 = log 



t 
c 



a±\la^-\r /^ 
on a donc, en résolvant l'équation par rapport à /, 

7.ac 



t=z 



î^eC*"!*»^ — e~f'*""'*«^' 



or, dans le cas actuel, /x n'est pas distinct de B, comme cela 
résulte de l'équation en 0. 

a" Soit l'héliçoïde engendré par la courbe donnée par l'é- 
quation suivante, dans laquelle m et n sont deux constantes 
liées entre elles par la relation n^{m'^—i) = rri^k^ \ 



ia 



\lm' — 



(z — z.) = t)/n''ht^ — »' log {n H- ^n^ H- t^); 



réquation de la ligne géodésique est, t^ étant une constante 
arbitraire, 

/—/, = « tang jj^\{^ — M3 
les variables étant t et fx. 

130. Problème IV. — Ligne géodésique des surfaces déve^ 
loppables. 

Prenons pour coordonnées les génératrices rectilignes et les 
lignes orthogonales. Soit 

. ds'=:Y{e)de 

l'arc de l'arête de rebroussement, rfe étant l'angle de contin- 
gence de celte ligne; si l'on conserve les notations employées 
au n^ 105, l'équation de la ligne qui coupe orthogonalement 
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les génératrices rectilignes est 

. 5' -h f z= p, ; 

donc l'expression du déplacement ds sera 

(i) ds' = (p,-s'yde^dpU 

avec la relation 

dçix 

tanga =- ^^T-* 

(p, — i')tfe 

Si Ton applique à ces expressions Téquation (3") 

d}\ smada 

Hûfp, cosa 

on trouve 

doL = i/e; 

de là on conclut 

a = e, 

avec cette condition que e est nul en même temps que a, ce 
qui exige que e soit compté à partir de la génératrice sur la- 
quelle la ligne géodésique est perpendiculaire. Cela posé, l'é- 
quation (3") donne 

, , rfp, smctda ds' -\- dt 

(7.) — '-^ = — i 

p, — - 5' cos a t 

on déduit 

ds' cosa 4- rf(/COSa) = o, 

et, en intégrant, 

(3) tcosoc — to-hj cosa.vl^'(a)rfa = o, 

/o étant la constante introduite par l'intégration, elle repré- 
sente la longueur de la génératrice perpendiculaire à la ligne 
géodésique. 

.' Soient x', j', 2' les coordonnées du point que l'on consi- 
dère sur l'arête de rebroussement, x,jr, z les coordonnées du 
point correspondant de la ligne géodésique située sur la même 
génératrice, l'on a 

dx' 

(4) . ^ = ^'-^-^-57 [3]' 
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dans lesquelles x\ 7', z' el leurs dérivées sont connues par rap- 
port à e, ou son égal a, par la nature même de Tarêie de re- 
broussement^ et t se trouve connu en fonction de la même 
variable par suite de Téquation ( 3 ) ; on a donc, en termes finis, 
les trois équations de la ligne géodésique de la surface déve- 
loppable. 

Il y a une autre manière de traiter la question. Cette ma- 
nière consiste à chercher, comme nous Tavons fait n" 110, les 
équations d'une surface quelconque engendrée par une droite 
située dans un plan qui s'enroule sur la surface développable 
donnée. Cette droite engendre une autre surface développable 
dont l'arête de rebroussement est située sur la surface déve- 
loppable donnée, et cette arête de rebroussement n'est autre 
chose que la ligne géodésique de cette surface. Il n'y a donc 
qu'à écrire les équations de cette arête de rebroussement. 

131. Applications : Ligne géodésique de Vliéliçoide dévelop- 
pable. — Les équations de l'arête de rebroussement sont, a 
et X étant constants, 

x'=:acos0, ^' = asin0, 2' — «ôtangX; 



de là on déduit 






ds'- ""^dO; 
cosX 


or, l'on a 


ds' a 



donc 

rfg=:rf0cosX, 6 = 0cosA, 

e étant compté à partir de la tangente de la courbe perpendi- 
culaire à Taxe des x : 

/oCOS'X -+-asina 

cosacob'X 

Conséquemment, les équations de la lijgne géodésique sont, 
après avoir posé m = cosX, 

tom'^ -h asinmQ 

m^cosmQ 
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x:=acosQ — /msinÔ, r = asinô-h tmcosO, 
2=ra0iangX -4- /sinX, 

dans lesquelles il faut remplacer / par sa valeur en fonction 
de e. 

Ici la ligne géodésique est perpendiculaire sur la tangente 
à l'origine de l'arête de rebroussement, et /« est la longueur 
comprise sur cette tangente, entre le point de 1 arête et le 
point d'intersection de la tangente avec la ligne géodésique. 

2® Ligne géodésique de la surface développable dont l'arête 
de rebroussement est la spirale logarithmique conique, — Les 
équations de l'arête de rebroussement sont, m, /t, a étant des 
constantes, 

jr'^/cosô, j'=:^sin0, z'z=mt^ i = ae^*; 

on déduit 

ds'^ =z (i -h n' -h m^) t'dOK 

Si Ton pose, pour abréger, 

iH- n' -h m* = k\ 
l'on a 

dx' — sin0 4- /ICOS0 rfr' -f- cos -h n sin dz' m 
ds k ds k ds Af* ' 

conséquemment 

ds' kU 



de là résulte 

Posons 

nk . 

•• V^i + n' 

on obtient 

cos<x^'(a)d(X=: — / e^'^cosada; 
"^ Jo 
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et, en effectuant les intégrations, 

J(*cc k'ka 
cosavj>'(a)rfa = jYi r~ [«^*(^cosa 4- sina)— >]; 
o (A -h i)/i 



donc 



/ = 7^7 r- U^" > -H- tanga l 

cosa (X^-+-i)»L cosaj 



et finalement 



. ^ ncos0 — sin0 



. i ^ , wsin0-f-cos0 
^ = ae"^ sin0 -h t j- ? 



am . tm 



n k 

* 

132. Ligne géodésique des ■ surfaces coniques. — Pour 
passer aux surfaces coniques, il suffît de considérer, dans les 
formules (4) du n° 130, j/, j', z' comme les coordonnées du 

///p' fly' dz^ 

sommet, —p^t -ry» ^ry commc les cosinus des angles qu'une 

génératrice rectHigne fait avec les trois axes, et de faire la 
fonction 4'(e) nulle; alors, l'équation (3) du n*» 130 donne 

/cosa = /o. 

!• Application au cône circulaire droit, — L'on a, 2 y étant 
l'angle du cône, pour les cosinus des angles de la génératrice 
avec les trois axes, 

sinycos0, sinysinô, cosy; 

si le sommet se trouve à l'origine des coordonnées, les équa- 
tions de la géodésique seront, en remarquant que a = 0siny, 
et en posant m = siny. 



a: 



^oSinycos^ /«sinysind ^ocosf 

! j y z=z '- 9 Z :=: — 

cosmô ^ cosm0 cos/w0 



%^ Application au cône sinij^=/(0). — On suppose tou- 
jours que le plan des zx est perpendiculaire à la géodésique 

i3 
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au point où ce plan rencontre la courbe. Si l'on coupe le cône 
par une sphère concentrique, rinlerseclion sera une courbe 
dont l'arc compté à partir du plan des xz jusqu'à la génératrice 
que Ton considère aura pour expression 



i>w'^^ 



sin'4' 



Or cette expression qui est une fonction de 0, S = F(0), n'est 
autre chose que la valeur de l'angle a; on aura donc 

_/oSinycos0 __ />siny sin0 _ /pcosy 
^~ cosF(0) ' ^~~ cosF{0) ' ^"^ cosF(0)' 

pour représenta les équations de la géodésique conique. 

133. Problème V. — Trouver la ligne géodésique ellipsoïdale . 

11 a été démontré (n» 128, 3°) que lorsque les paramètres H» 
et H^ étaient égaux et delà forme 4'(p)-f-+i(pi), l'équation de 
la ligne géodésique admettait une intégrale première. Il en 
sera de même, si l'on a 

rf^;=[+(p)^^'.(pt)][/(p.)?rfp?; 

il suffira de poser , 

f{p)dp = du, f,[p,)dpx — dv; 

on tirera de là p en fonction de u, et pi en fonction de v, con- 
séquemment on aura, U étant une fonction de u, et V une 
fonction de v, 

d(T'={\]-^y)du\ dij] = {U-h\)dv\ 

Donc le théorème serait applicable aprè^ cette transforma- 
tion, c'est-à-dire qu'on aurait 

U sin^a — V cos^a = const. 

pour l'intégrale première de la ligne géodésique; donc en re- 
venant aux premières variables, l'on aura encore 

^]^(p)sin'a — ^i{pt)cos^(x = const. 
pour l'kiiégrale jn^remière de la ligne géodésique. 
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Si maintenant nous remarquons que les valeurs des arcs 
coordonnés rf<T, rf(j|, tracés sur la surface ellipsoïdale dans 
le système des coordonnées elliptiques, satisfont à cette con- 
dition, on voit que l'intégrale première des lignes géodési- 
ques ellipsoïdales sera, fx? étant la constante arbitrîaire, ' 

jtx^cos'P -hv'sin'p=:|ui;. 

Cette équation a été donnée par M. Liouville. Si Ton y fait 
(3 = o, on trouve jut = |ul, ; donc fj-i est la valeur du demi grand 
axe de la surface F(fx,), qui, par son intersection avec Fellip- 
soïde, détermine la ligne de courbure de la série (fjt), à la- 
quelle la ligne géodésique est tangente, pourvu que jul? soit 
plus grand que 6'; si Ton a fx, = 6, Ton obtient Thyperboloïde 
limite de la série F(|îx), c'est-à-dire l'hyperbole focale, donc 
alors, la ligne géodésique passe par Tun des ombilics; si {ix est 
moindre que b, elle représente le demi grand axe de Thy- 
perboloïde à deux nappes de la série F(v), lequel donne la 
ligne de courbure tangente à la ligne géodésique. 

On reconnaît que pour tout point d'une ligne géodésique le 
produit de la perpendiculaire au plan langent en ce point 
menée du centre de l'ellipsoïde, par le diamètre ellipsoïdal 
parallèle à la tangente à la ligne géodésique, reste invariable. 
Cfette propriété est le caractère géométrique des lignes géodé- 
siques. En effet, si l'on calcule le diamètre D parallèle à l'élé- 
ment de la ligne géodésique, on trouve, en se reportant au 
n° 122, 

I _ cos'P sin'|3 

cette expression multipliée par l'équation qui donne la^ valeur 
de ^ au même numéro, donne pour la ligne géodésique l'é- 
quation 

DM — consi. 

Le rayon de courbure de celte ligne sera donné par la for- 
mule 

i3. 
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laquelle prouve que, pour une même ligne géodésique lao- 
genteà une même ligne de courbure fz., le ravoo de roortiare 
de la seciion normale esl en raison inverse du cube de b dis- 
tance du cenire de la surface au plan tangent au point que 
Ton considère. 

L'équation différentielle de la ligne géodésique s obtient en 
éliminant l'angle ^ entre Téquation trouvée plii^haul ei Téqua- 
lion 

md'jL 
tangi- — -^, 

dans laquelle on pose, pour abréger. 



on obtient ainsi 



m dix n d'y 



Vf^'-?^i vf^î — >= 



— o. 



dans laquelle les variables sont séparées (*). 

On trouvera pour la différentielle de Tare de celte courbe, 
en remarquant que ds est la somme des projections de dn^ 
d 0-, sur cet élément 



ds -— m \ur — u.:da — »% uf — y^</>. 
§ H, — Des Lici!«ES dokt la oorstru: tasgehtielle 

KST DOirKÊE. 

13V. Équaiion différentielle de la courbe, — Soit = la cour- 
bure géodésique donnée, et représentent une fonction quel- 
conque- des variables o et o., on déduit de Téquation (7) du 

HH. i/H. ^ du 

— j^ sin z> — — -— cos:i j— cosa 

" do </s, 



„ >in3#/5 
H - 



^«^^)- 



do </s, 



' 'orer, |»*»*ir le> an>;le$ et k?s |K>]\^ooe» geodesiqves d« surfaces de 
IVUipsoide, ni»> Kec/k<rc^^s .«r /<►< yjir/uce> d» m^^mm/ or^rr. ?* Partie, p. 87, 
et. iK>nr U t^krn(e nom^lle <Je Te^uatiou jvxKlesique, La |x»*e 77. 
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or, l'on a ^ 

sina dp sin (3c^p, 



(I) 



H. "" H 



donc, si l'on mulliplie ces deux équations membre à membre, 
on aura 

-p^ sin (3 r/p, = -— sin a rfp 

. . J / /cos|3sina f/H, , cosasin(3 rfH , \ 

) \ sin9 H,é/p ^ sin 9 Hé/p, ^7 



sin a sin [3 /rf(3 , ^^ /V 
sin 9 \dp " 'flfp, ^' " 



qui est l'équation différentielle demandée. L'élimination de a 
de cette équation au moyen de la relation (i) et de la relation 
9 zz: (a -4- (3), 9 étant une fonction connue des paramètres p, p,, 
porterait l'équation (2) au second ordre, mais il est plus com- 
mode de la laisser sous cette forme. 

Nous ferons maintenant les remarques suivantes : 
1** Si.les lignes coordonnées se coupent sous angle constant, 
le second facteur du dernier terme se réduit à rfa, différen- 
tielle complète de a par rapport à p et à p,. 

2° Si le système est orthogonal, l'équation (2) devient 

-p^ sin(3f/p, = p- s\na.dp 
(2') { sin'a (/H, , cos'a rfH , 

~ HT ~rf^ '^P ~ "Tî" rf^ "^P' 

sinacosatifa, 

da étant une différentielle complète. 

3® Si l'angle 9 étant constant ou fonction de l'une des deux 
variables, p par exemple, H et Hi ne dépendent que de celle 
variable p, l'équation (2) prend la forme 

HMiSino , ,,„ r,. 

(2") p — i-fl^p=:,û?(H,cos0); 

de là résulte que, si P est une fonction du produit H ,cosô, 

Pz::::F'(H.C0S(3), 
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OU bien que, si le rapport de P à HHiSino est une fonction F' 
du même produit, F' étant la dérivée de F, on aura, suivant 
l'un des deux cas, 

F(H,cos^,— I IIII,sin9</&=const., F(H,cos^; — p=consl., 

qui seront les intégrales premières de l'équation ( 2"). Il en sera 
de même si l'on a 

Pr=F(p ou bien P = cos-^F{p), 

m étant un nombre entier quelconque ; les deux membres de 
l'équation (2'; seront intégrables. 

4"* Soit 9 constant, et le système choisi de telle sorte que H 
soit l'unité, ce qui est toujours possible, puisqu'il n'y a qu'à 
prendre pour secondes lignes celles qui déterminent sur les 
lignes de la première série des longueurs constantes; si, de 
plus. H, remplit cette condition qu'elle soit égale au produit 
de p par une fonction quelconque de c, n, =^ P^ (pi )« 'Y étant 
la dérivée de '^, l'équation ( 2 ) devient 

siuQ , cos3 ^H, , ,^ 



Psin^ ^~~ sin^ H,</p ' 

Si Ton élimine de cette équation cot^, au moyen de la relation 

^ H, </o, —cos Ql/p 
cot^ = -^-^. ^ ' s 

on trouve, réductions faites, l'équation différentielle 

Psin^ ^ sino ^ ' p ^ 

de là résulte que, si l'on a Psin^ égale à une fonction de p, re- 
présentée par y l'équation précédente s'intégrera et don- 
nera 

sin^9/(pj — ^'(pi) — cos9logp— |3sin9 ==reonst., 

laquelle sera l'intégrale première de la courbe. 
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135. Problème VI. — Trouver sur une surface de révolution 
la ligne dont la courbure tangentielle est donnée. 

Pour cette surface, Ton a, en conservant )a notation du n® 89, 
et en posant t = p, 6 = pi, 

rfo-mrf/y/r -h 4»'*, d(Tx = tdB, 9 =r - • 

D'après la remarque 3 du numéro précédent, Ton a 



(2) JL_JLrf^ = rf(/cosP); 

si Ton pose l'un des deux cas 

^ =F(/cosp), Pr.= F'(/cos(3), 



/^i-f-vj;" 
on obtiendra Tune des deux intégrales 

t- F(/cos(3) = const., / tdt)/my^— F(^cosp) = c.onst. 

Si P est une fonction de t seule, en représentant par/(0 l'in- 
tégrale du premier membre de Téquation (2) du présent nu- 
méro, on aura 

f(t)— t cos p = const. 

Si P est de la forme F(/)cos'"(3, Féquation (2) pourra s'écrire 
sous la forme 

\. ^ =:/'«cos'"j3rf(/cosp); 

donc, en représentant par/i(/) l'intégrale du premier membre, 
on aura, après intégration. 



fi(/) = const. 

Si, dans les deux premiers cas, on peut résoudre les équations 
données par les intégrales par rapport à /cos [3, comme cela 
arrive pour les deux derniers cas, de telle sorte que Ton ait 






rK»i = 






bqoeil^ De dépeodn que des q^udratores. 

IX. PiohJxe mi. — 5oil -^ la coar^urt lOMgemiieUe dommée 

d'urne iîgme tracée sur une surface ré^^^ détermmet cette 
ligue. 

Remarquons qoe, pour ces sortes de soriaces dans le S]rs- 
teme que dous aTons employé n* 101 ^ , foo a directement 

1 i/t _ d^ j . 

1. = -rp- =: o et J 1= -j- = «lESiny, 

puisque Tare «Z?. est rectiligne, et le piao de l'ange 4, étant 
parallèle aux deux génératrices rectilignes, est perpemlicolaire 
à la plus courte distance dp; donc, il fait arec le pbn tangent 
on angle complémentaire de l'angle y; donc b projection tan- 
gentielle de cet angle est i/ssiny. 
L'équation (5'; du n* i7 donne 

^ ^ \Psin3cos7 '/ 

d'une autre part l'on a ( n* lOî^ 

(2) cot3 = =-r-cosv; 

* ^ ' a^ dp ^ 

conséquemment Ton obtient 

(3) roi?rf?rr_ j^_L_ -Çcosysiny^rfp.; 

or, si Ton différentie les équations- (8) du même numéro, on 
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trouve 

Cette valeur de dp, étant substituée dans l'équation précé- 
dente, on obtient - 

jcotprfp=^p^-Çcosysinyj 

si Ton groupe convenablement les termes, on obtient Téqua- 
lion 

dy 



d 



/sin(3\ 
\cosy/ 



; ^-^-,; ÇPcos^y 



si Ton cherche quelle est la courbe pour laquelle on a 

: -— ^=:Çcosysiny, n" 101 (8), 



Psin(3 
on trouve 



,/sinê\ . , /sin 

d 1 — sin y ay — ■ 

\cosy/ ' ' \cos 



^-: 



dont Tinlégrale est sin j3 = const. C'est l'équation de la trajec- 
toire sous angle constant des génératrices rectilignes. Dans ce 
cas, on vérifie facilement la propriété relative^à la courbure 
tangentielle de la trajectoire sous angle constant; en effet, on 
a, d'après Téquation (5) du n*» 64, 

I _ sinj3 sin{3sinyfif£ sinjSsin'y 

P~ "X""~ rfâ " ~t 

137. Applications : i** Conolde droit. — Pour passer au cas 
duconoïde droit, il faut faire ^ nul dans l'équation (6) du n**136; 
on obtient ainsi 

(.) ^/sin(3\ dy ^ d.^ / siny sin^y sin(â \ ^, 

'^ \cosy/ ÇPcos^y Ç xÇPcos^'y cosy / 
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or, laissons la fonction Ç tout à fait indéterminée, ce qui re- 
vient à dire que le conoîde est quelconque, et proposons-nous 
de déterminer la ligne tracée sur cette surface jouissant de 
cette propriété, que sa courbure tangentielle satisfasse à l'équa- 
tion suivante, dans laquelle^* est une fonction de |3 : 



\ 



siny .^ . /a -V, 

rrg — siïfy sin p = X% 

ÇPcosy ' ^ 



(8) ce qui donne 

I X* sin' y sin |3 

p-7"^ } ' 

réquation ( 7 ) devient 

^ A' sinycosy Ç Ç 

rintégrale de cette équation sera donc, c étant une constante 
arbitraire 

on déduit de là 

/cosprfp 

qui est l'intégrale première de la courbe cherchée. C'est une 
relation entre le rayon vecteur / et l'angle que la tangente à la 
courbe fait avec ce rayon vecteur. Si l'on avait l'angle que ce 
rayon vecteur fait avec un plan fixe passant par l'axe, plan qui 
est ici celui des xz, on aurait ainsi les deux équations de la 
courbe. Nous allons démontrer que celle relation dépend d'une 
différentielle du premier ordre. 

Remarquons que l'équation (2) du n"* 136, modifiée par suite 
des équations (10] du présent numéro, devient successivement 

i ^ ./a ^^ siny rf/ siny ,, /langyX 

Celle équation, si Ton a égard à l'équation (9), devient 

(iiM sinfifl?fi _ de 

^ ^ X'^ ""siny' 
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or, si Ton porte dans Téquation 

langy.^Ç/ 
la valeur de / tirée de la relation (lo'), on obtient 

tangy = cÇe-^ ^' , 
d'où on déduit 

sin y — /* wsMP Ys5Î?i(i' 

en portant cette valeur dans Téquation (n'), et en remar- 
quant que de est égal à la différentielle dO de l'angle que le 
rayon vecteur t fait avec le plan des xz, on obtient Téquation 
différentielle 



, ^ sin(3rf(3 V I -hc'Z^e^J " 






laquelle est du premier ordre. c. q. f. d. 

On reconnaîtra facilement que, si X^ est de la forme 

asin"(3cos'"|3, 

dans laquelle a, m, n sont trois constantes dont les deux der- 
nières représentent des nombres entiers, l'intégrale de Féqua- 
lion (lo) s'effectue, et on obtient Téquation différentielle de 
la courbe entre deux variables t et S. Contentons-nous d'exa- 
ner les cas où ÏJ^ est égal à db sin (3. 

Si X*=rsin(3, t=z csin^; si l'on tire les valeurs des sinus et 
cosinus de l'angle p de cette dernière équation, et qu'on les 
porte dans l'équation (ii')> on trouve 



si ï} -- — sin j3, c ^=^ /sin (3, et, par suite, 
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Suivant cette double bvçoihèse, oo trouve que la courbure 
tangentîelle de la ligne esi donnée par 

I sin'y ^ I 



PsînS 



138. 2* Héliçoide gauche. — Pour obtenir les formules 
rebtÎTes à ceue surface, il suffit de £iire C constant dans les 
formules précédentes. Supposons que âr est égal à Jl-'cos'^ sin ^, 
t étant une constante, ce qui revient à dire que la courbure 



^ satisfait à la relation 



i-cos'5~sin-y 



Psinà ~ I 

réquatîon ( lo • donne 



*i 



• 
c 



c eunt une consume introduite par rintè^ration. Si Ton sup- 
pose k' é|»le à l'unité, Téq nation 1 1 ' donne 



caj z= — — =^ 



dont l'iatésnle est 



5« étant une constante arbitraire : cette équation représente la 
spirale parabolique. 

Diatts le cas où k' a une valeur quelconque, ré«|uation dif- 
férentîelle de la courbe est 

qui est une différentielle binôme, inté^nrable toutes lesfoisquei- 

est tel^ que Tune desdt'u\ expressions ^' 

»iri nombre eiilier. 
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§ III. — De la LIGNE DONT LA COURBURE TANGENTIELLE 

EST CONSTANTE. 

139. PpOBLÈME VIII. — Étant donnée une courbe AiPA,, (S) 
{fig. i3), tracée sur une surface, trouver sur cette surface une 
autre courbe a de longueur donnée, telle que l'aire comprise 
entre les deux courbes soit un maximum. 




En conservani les notations du n** 126, Ton doit avoir entre 
les deux limites S», Si, pour la courbe donnée, la condition 



J^s, 
d(7 -= fl, 
s„ 



a étant une constante.. Si Ton prend une position infiniment 
voisine^ Ton aura 



Xs, /»S, 

rfo--- (rfo"), — (rf(j)o -h I ârf(7 — o; 



mais il faut, dans le cas du maximum, que, pour ce déplace- 
ment, la variation de Taire soit nulle. Si Ton représente 
par rf(T, l'élément de toule ligne qui coupe orthogonalement 
la courbe o-, cette variation sera, comme on le voit sur la 
figure, 

I I r^* 

-(dfjdaA (rf(Trf(7,)o 4- f rf(jrf(T, - o. 

Or puisque les triangles B|A, fr, Ao^Bo sont des infiniment 
petits du second ordre,, et que cette seconde variation ajoutée 
à la première multipliée par une constante b doit être nulle, 



1 
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on aura Téqualion 

(é/o",), — (rfcr)o-f- I UdiT -X— ') ~^' 

Si Ton raisonne, comme on Ta fait au n<'126, cette équation 
devient 

(</(7), — (rf(j)o -h I dvddx ('n — t) =0- 

Or Tintégrale devant être nulle, on trouve "ô = t» c'esl-à-dire 

la courbe dont la courbure tangentielle est constante. 

Les équations aux limites donnent cette double condition, 
qu'en ses deux extrémités la courbe o- doit être perpendicu- 
laire à la courbe donnée S. 

Corollaire /. — Supposons un plan tangent à la surface se 
mouvant suivant la courbe à aire maximum ; il engendrera une 
surface développable sur laquelle la courbe sera située, et 
cette courbe ayant une courbure tangentielle constante, il en 
résulte que si Ton développe cette surface sur un plan, la 
courbe se changera en cercle. 

Corollaire IL — Si les deux surfaces sont tangentes sui- 
vant la ligne maximum par rapport à Tune des deux surfaces, 
cette ligne sera aussi la ligne à aire maximum sur Tautre sur- 
face. 

140. Problème IX. — Trouver sur la surface d*un cône circu- 
laire droit la courbe dont la courbe tangentielle est constante. 

Soit z = mt réquation du cône circulaire droit, m = tanga, 
a étant Tangle que la génératrice fait avec l'axe de révolution, 
réquation (2) donne, P étant une constante, 

== a(/cosp). 



Pcosa 
dont Tinlégrale est, c' étant une constante arbitraire 

=i7,t COS p -h C'. 



PcOSrt 

Si nous appelons r le rayon vecteur mené du sommet du 
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cône à la circonférence de ce cercle tracé sur la surface sup- 
posée développée, / la distance du centre au sommet, A le 
rayon, et P Tangle du rayon du cercle et du rayon vecteur, 
l'équation de ce cercle est 

t'— 2TAcos(3-f- A* — /'=o. 

Or, si Ton remarque que l'on a / = r cosa, l'intégrale trouvée 

devient 

_ _ c 

t'— 2tPcosp =0. 

^ cosa 

Cette équation devient identique avec la précédente, pourvu 

que Ton pose 

A=:P, c^ = (/» — A^)cos«; 

ainsi, la courbe trouvée représente un cercle dont le plan est 
enroulé sur la surface conique. 
L'équation différentielle entre / et est, d'après ( 135), 



cosad6=^ 



t sl^kH^ cos^fl -- ( ^' — <-•')' 



dans laquelle on a posé k=^V cosa. 
L'intégrale est 



/2 — 7.tQ,os[Bsma)sl[c^-\- A^* cosa) cosa — c^cosa = o. 



• f 
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LIVRE m. 

DES COORDONNÉES GÉODÉSIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

SYSTEME DIRECT DR COORDONNÉES GÉODÉSIQUES. 



§ I. — Formules générales. 

Hl. pRORLÈMÉ I. — Étant donnée une courbe a tracée sur 
une surface, on mène une série de rayons vecteurs géodésiques 
tangents à cette courbe, et dont les longueurs t, comptées à 
partir du point de contact y varient d'après une loi donnée, 
lieu des extrémités de ces rayons (fig* i4)' 

Fig. 14. 




Notations : 

d(j esirélément de la courbe donnée o-; 

dz[^on angle dç contingence tangentielle à la surface; 

n le rayon de courbure langenlielle, fonction de e; 

14 



1 
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dsy de, P sont les éléments analogues de la courbe décrite; 
dp est Tare géodésique compris entre deux arcs orthogo- 
naux infiniment voisins-; 
dh est rélément d'arc orthogonal ; 

H est le paramètre différentiel correspondant du premier 
ordre. 

On prend pour paramètres variables / et e déjà définis, de 
sorte que fi est une fonction de / et de e. 

Lorsque les éléments dp, dh se rapporteront à un point 
quelconque non situé sur la courbe s, nous les accentuerons, 
si cela est nécessaire pour éviter confusion; ^ est Tangle que 
l'élément dp fait avec ds. 

Tangente. — Nous avons dp = dt -h da, ce qui revient à 
dire que p est le rayon vecteur géodésique normal à une dé- 
veloppante, par rayons vecteurs géodésiques, de la courbe rfo*. 
Nous avons les équations 

(j) dp = dt -{-ILdey cos(3=-^? sin|3=-^> ^^^^^u^' 

Angles de contingence, — Si Ton applique le théorème de 
Gauss (n"76) au triangle géodésique formé par ^ deux rayons 
vecteurs t, t -\- dt infiniment voisins, et par Tare dh, projec- 
tion de ds sur Tare orthogonal, et qu'on représente par rfw 
l'angle de contingence tangentielle de l'arc orthogonal, l'on 
aura 

^YLdpdt j j 

'- rrr (It — «&). 






XS\ XS5i 



Or l'on a, d'après la formule (9'^) ri*» 4-1, la relation 

ap^ Toi GTo 

Substituant la valeur du second terme dansi l'intégrale pré- 
cédente, l'on aura, en Intégrant entre les limites o et t, 

Mais, si l'on remarque, que pour ^ =0, (-r- ) est l'unité, la 
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valeur de l'iniégrale est de li — -r- j ; par suite, Ton obtient 
la relation suivante, Tune des plus importantes de la théorie : 

(3) rfck)=:-7— rfe. 

' dp 

A ces relations il faut ajouter celle qui provient du trian- 
gle infinitésimal dont les côtés sont ds, dpj dh, lequel donne 

(4) d(ù — de—d^. 

Différentielle de l'arc. — L'on a les formules 



(5) 



ds'= dh} + dp\ ds' = Fh' + (n + ^] n dt'. 



142. Hayon de courbure tangentielle de la ligne dh. — Si 
l'on divise les deux termes de l'équation (3) par dh, et qu'on 

représente par -^ la courbe tangentielle de Tare rfA, on a 

dans laquelle il faut mettre la valeur de /, qui se rapporte au 
point que Ton considère. 

Normale dans le plan tangent^ tangente, — Si par le cen- 
tre de courbure tangentielle de Tare dhy lequel est situé dans 
le plan tangent, on mène une normale dans ce pian à ce rayon 
de courbure; elle intercepte sur la normale à la courbe ds si- 
tuée dans le plan tangent et sur la tangente deux segments N 
et T, qui sont la normale et la tangente de la courbe ds par 
rapport au centre de courbure, Ton a 

R _Kds R _^ds 

^^^ cos^~ dp' s\n^~ïide' 

Sous-normale, sous-langente, — Les segments interceptés 
sur la perpendiculaire dans le plan tangent, menée au centre 
de courbure tangentielle de dh, par la normale et la tangente, 

i4. 
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sont la sous-normale S« et la sous-tangente Sr, et Ton a 

(8) S. = RtangP = ^ "^^ -, s.= Rcot|3 = -^. 

dp \ de) dp 

IW. Rayon de courbure tangentielle de ds. — Si Ton divise 
l'équation (4) par ds, on obtient 

/ N sin(3 I rf(3 . . I I rf{3 



L'élément rj^ représente aussi la composante tangentielle 

de la courbure inclinée de la courbe ds, supposée coupée par 
une série de courbes sousTangle (3. Cette courbure joue le rôle 
le plus important dans la théorie. 
Si Ton différentie la troisième des équations (i), Ton obtient 

é/(3 _ sin»(3 / d'p dp é/H \ » 

ds^ H \Hde' -H'rfe de )' 

d'après cela, l'équation (g) devient 

I sin(3 sin'(3 (d^p dp rfH 



(9') 



R H* \de' de Hde 



Si l'on élimine sin|3au moyen de la deuxième des équa- 
tions (i), l'on obtient 

I R ~^ de\K de'^ de ) de' 

(lo) -p- = 3— 

^ de' 

La courbure -p tangentielle de la courbe ds prend deux nou- 
velles formes qu'il est bon de connaître. 
I® Si l'on remarque que l'on a 

rfcot(3 = — (i-f- cot*(3) rf(3. 
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la formule (9) s'écrit sous la forme 

iH-cot»(3 dcoV^ 

(") p=^ 1^' 

el les équations (7) s'écrivent aussi sous la forme 



cot(3 ^ 

2° Si l'on élimine de l'équation (9) R au moyen de l'équa- 
tion (6), et ds au moyen de la, deuxième des équations (i), 
Ton trouve 

. I sin{3dH cos(3rfp 

*'^) P = "HrfT "^ ~'^~ ■ 

Si le paramètre H ne dépend que de p, cette équation de- 
vient 

, I rf(Hsin(3) 

^'"^ P^ Hdfp ' 

que nous avons déjà trouvée, n*» 134, sous une forme équiva- 
lente (2"). 

Si dans l'équation (10) on élimine dp au moyen de la pre- 
mière des équations (i), on obtient 

(10)-== i "- 



[-H--m 



Remarque, — Si la courbe o- se réduit à un point, il faut 
poser dd nul, et par conséquent II égal à zéro. Alors cette 
dernière équation devient 

M! rf^ /H r/^ dW\ du 

, „^ I ^'^ dt\Kdt'^ dt) é/e' 
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Quadrature. — Soit du la différentielle de Taire, on a 

du = dp' dh' =z Ii{t\x)dp'dl; 

si Ton y remplace /' par sa valeur />'— a, il faudra intégrer : 
1° entre les limites ^'==0 et t'= /, ou, ce qui est la même chose, 
entre p' = (t et p' = t -h a; 2? entre deux valeurs de e, e© et e, de 
sorte qu'on aura 

(i3) u=j de 1 H(pye)dp. 

Comme la courbe d(T est connue en fonction de e, ainsi 
que t, toutes les formules que nous venons de calculer don- 
dent les éléments de la courbe ds en fonction de e : ce qui 
est la solution du problème général que nous nous étions 
proposé. 

144. Première application : Surfaces développahles. — Si Ton 
prend pour courbe directrice o- l'arête de rebroussement, les 
rayons vecteurs géodésiques sont les génératrices rectilignes 
de la surface. Sous ces conditions, le paramètre différentiel H 
est égal à /. Les formules (i) deviennent 

l dp = dt -\-Udzy cosp=:: — -j 9 

' ' . ^ tde ^^ dt-^dd 

La formule (1) est vérifiée; en effet, > qui est la me- 

sure de la courbure de la surface, est un élément nul dans le 
cas des surfaces développables. 11 résulte de là que Téqua- 
tion (2) se réduit à 

dv 

dl^"^ 

dt' 

dont Tintégrale est H = A/ 4- B, A et B étant des constantes; 

dYL 

mais, pour t nul, H est aussi nul, tandis que -rr esl l'unité; 

donc H — /. 
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Les équations ( 3 ) et ( 4 ) donnent 

(3) d(ù^=^dty 

(4) d(ù=^de — d^. 

On obtient de même 

(6) R = /, 

' d[t-\-fT) dz 



(9) 



I __ sinp rf(3 



('û) p = 



„ /tw ^^\ /wT 2rfA ^ /rfn dH\ 

- — _ — . — ,. ^ .^ — ■» 



[" * (" - S)T 



(12) 



(i3) 



I _ é/(Hsin(3) 
P"" tdp ' 



Surfaces coniques. — On passe au cas de ces formules en 
faisant n nul dans les formules que nous venons de trouver. 

145. Deuxième application : Sphère, — Soit t Tangle au cen- 
tre qui correspond à l'arc t, a le rayon de la sphère; on a 

dtz=:adr, rf/i == a sin t . rfe, H=:asinT. 

i"" Si Ton suppose que la courbe da directrice est quel- 
conque, on obtient 

, , ^ adx-\-d(T . ^ asinzdi ^^ adx '\- dtj 

(l) COSp= -j t Sin6=: -j j COtp = : — -j — • 

^ ' ^ ds ^ ds sinrae 

Dans le cas de la sphère, la courbure devient —> la for- 

TSi W9 a^ 

mule (a) du n" 141 devient 

d^H H 

(2) —i 1 — ==0; 

^ ' dV a} ' 
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l'intégrale, en déterminant les constantes comme précédem- 
menty est 

Hrrrasinr, d'où dh=zasinzde. 

On trouve de même les autres formules : 

(3) ^ é/&) = cosTrfe, 

(5) ds' = {ad-: -f- Ilrfe)» -f- a}s\Xï^rdt\ 

(6) R = atangT, 

, , I sinô r/ô 

(9) _ . r . ^ 



P atangr ds 

7P Si Ton suppose que la courbe directrice rfo- est un petit 
cercle, soit y l'angle sous lequel on voit du centre le rayon de 
ce petit* cercle, et é/> l'angle au centre de ce cercle, qui me- 
sure l'élément dtx, on a les deux relations 

d(i=zas\nyd'k, de^= cosy dh 
Donc l'équation naturelle du petit cercle est 



d(T 

^ = «tangy. 



D'après cela, on a 



^ «(dr -f- tangy é/e) . « asinrrfe 
^^^P= ds ^'"P = — S— ^ 

COtô = — : -—' > 

sinrae 
(5) ds^ ==a^dz -f- tangyr/e)' -f- a'sin'rrfe*. 

3** Si la courbe ^/o- se réduit à un point, on obtient 
, , a adz . Q asiïitdz ^^ dz 

(5) ds^^ «'(sin'rrfe' rf- û?t'), 

. X r« ^* H.T ds 



(10) 
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rft» . rf'T 

sinrcosT + acosr -; sinr-T-r 

a df ai* 



(12) 



a J(sinpsinT) 

P sinrar 



(• 



rfe / sinrrfT, u = a^l (i — cost)</£.' 

«0 «^O •/£„ 



146. Comparaison de la courbe sphérique ds et de la courbe 
plane ds' située dans un plan tangent à la sphère y la première 
étant la perspective sphérique de la seconde par rapport au 
centre de la sphère. 

Nous employons la notation précédente pour représenter 
les éléments de la ligne sphérique, et nous accentuerons les 
lettres pour représenter les éléments correspondants de la 
courbe plané. Cela posé (fig. i5), soit le centre de la sphère, 

Fig. i5.' 




ds' rélément de la courbe plane passant par B' dans le plan 
B'AC, tangent au point A, origine des rayons vecteurs géodé- 
sigues, ds Télément correspondant de la courbe sphérique 
passant par B. Si, par les extrémités de l'arc ds^ Ton mène 
deux rayons OB, OB,, ces deux rayons passeront par les extré- 
mités B', B', de l'arc ds'; du point A abaissons une perpendi- 
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culairê AC à la tangente B'D à la courbe eU'. Soit p cette per- 
pendiculaire, et TT Tare sphérique correspondant; la valeur de 
Tare orthogonal compris entre les deux rayons menés aux 
points B' et B\ sera ds' cosBOC; mais les arcs ds^ ds* cosBOC 
sont entre eux dans le rapport de OB à OB', ou bien, de 

I à î on aura donc 

COST 

ds = ds' cosr cosBOC. 
Or le trièdre dont les arêtes sont OA, OB, OC, donne 

COST = COSTl cosBOC. 

On aura donc 

cost: 



ds' =: ds 



COS*T 



i" Direction des éléments. — Les deux triangles ABC, AB'C 

donnent : 

, . . û sinTT 

le premier, sin p = -: — » 

^ ^ smr 

le second, • sinô'= — —\ 

^ tangT 

on a donc les relations 

, sinô' COST cos(3' i tang|3' 

( 1 ) — ; — -pr- := î rr ^^^ î TT — COST. 

sinp cosTT cos(3 costt tangp 

2" Tangentes. — Soit T' la tangente à la cou\rbe plane, et T 
la tangente à la courbe sphérique, on a 

T' 

(2) Y = COSTT. 

3« Normales N et N' : 

,5, N' COSTC 

4** Sous-tangentes S/, S'^ , sous-normales S«, S^ : 
(4 ) S', =r.sinT tang j3' = S, = tangT tang(3, 

(4') S;==:S„COS^T. 

5*" Bayons de courbure P, P'. — Bemarquons que, AC étant 
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perpendiculaire à la tangente à la courbe ds'y Tare de grand 
cercle tt correspondant est perpefidiculaire à Tare de grand 
cercle tangent à la courbe ds\ donc Téquation (12) du n** ik^y 

à cause de l'équation sinS=: -: — 1 devient 

^ ^ sinr 

,-, a dsxrw: 

^ P acosT 

or dans la courbe plane, Ton a 

a dtangTT 



atangT- - 

° COS^T 



Si on effectue les calculs, et qu'on divise par la première, on 
obtient 

(6) J^::=£^=:^COS»B'OC', 

' F cos't: 

cette relation donne une construction élégante de Tun des 
rayons de courbure tangentielle au moyen de Tautre. 

6* Angles de contingence tangentielle de y de', — Si dans 

ds ds' 
l'équation (6) on remplace P et P' par -7-9 -t-,? et qu'on ait 

égard au rapport de ds à ds^ donné au commencement du nu- 
méro on aura 

■ 

, , de' cosT 

' de cos't: 

7** Rapport des aires décrites par les rayons de courbure tan- 
gentielle. — L'on a 

du—^-- P'rf^, du' =: - F» de' ; 

en ayant égard aux valeurs précédentes, on obtient 

du cos't 

du' COS* TT 

IW. Troisième application : Surfaces de révolution» — On 
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prend pour courbe directrice rfo-, le point d'intersection de 
Taxe de révolution et de la 'surface. Soit Téquation du méri- 
dien 2 = 4^ (^)> »' étant le rayon d'un parallèle, et Tangle que 
fait ce rayon avec un plan fixe passant par Taxe, le plan des zxy 
Ton a 



n dt , ^ vdQ a rf' 

(.) cos(3 = ^, s.n|3=^, coip = -^g. 

La formule (2) du n** 14-5 se vérifie de la mani,ère suivante : 
L'on a, dans le cas actuel, 



I lj>" 1 


+' 




.(i+rf 


ddh d[vd6) 


de 


dt dt 





de plus 



Si l'on différentie une seconde fois par rapporta t, on obtient 

d} dh _ ___ vpy^rfe 

dt^ ~~ ^ ' 

rlh 

substituant cette expression ainsi que celle de dans fé- 

quation 

rf/ dh dh 
at^ m^ xs5\ 

cette équation se trouve vérifiée. 

Angles de contingence tangentielle. — Soit y© f angle de 
Tare méridien à Torigine avec la perpendiculaire à f axe, Ton 
a la relation 

dB 



d'après cela, 



cosyo ' 



r/H dx. 
H=..cosy„, _z.-^cosy.; 



CHAPITRE I. ^- SYSTfeME DIRECT DE GOORDONNÊBSy ETC. 221 

or, si l'on appelle y l'angle que l'arc méridien fait avec le plan 
perpendiculaire à Taxe de rotation, au point que Ton consi- 
dère, -7- = ; on a donc Téquation 

dt cosy ^ 

/9\ j cosyo , 

(3) aw = '— as, 

cosy 

comme on peut le vérifier directement; on a aussi 

(4) ^ de= — -hd^. 
' COS7 ^ 

Normale et tangente : 



(6) 



Rayons de courbure tangentielle : 

I cosy 



R- V ' 



(9') 



sw^d(^A 



(10) 



dt \ 

I cosy ^"\x.dB) 

Psinfâ ~7 x.dQ 

/ . rf/'\ d^t 



Différentielle de l'aire : 



du = v^i-]- ^'^dx^de, u=: j de l t^i-h^'^d^, 

148. Problème IL — Étant données les mêmes conditions 
que dans le problème n" Hl, la longueur du rayon vecteur 
géodésique reste constante et égale à b, lieu des extrémités 
de ce rayon. 
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Tangente. — La troisième des équations ( i ) donne 

H = ntang(3. 

Cette formule montre que, si Ton mène, à partir du point si- 
tué sur la courbe 5, dans la direction du premier élément 
géodésique du rayon /, une ligne droite égale à H et, à l'extré- 
mité de cette ligne, une perpendiculaire égale à n et située 
dans le plan tangent, et qu'on achève le triangle, l'hypoté- 
nuse de ce triangle est la normale à la courbe située dans le 
plan tangent. 

Rectification : 

rf5»r=(H'-4-n')rfe'. 



Rayon de courbure tangentielle : 

1 _ sin(3 cos»(3 d_ /H\ 

p"" K "^ n rf£\n/ 



La première de ces formules donne ds en fonction de £, et 
la seconde fait connaître la courbure par une construction 
linéaire. 

d(7 
1 ({'9. Applications : i^ Sphère de rayon a; la courbe -7- est un 

petit cercle, le rayon vecteur géodésique t =^ az =^ b = const. 

— L'équation du petit cercle, ainsi que nous l'avons trouvé au 

n° 145, est 

dd 
^=«tangy, 

on trouve 

ds^ = a^iàng^y -hsïn^T)d&^ = aHding'y l — -^ j de^; 

or l'on a, d'après les formules (i) de la deuxième partie du 

nM4.5, 

« tangy , rfw 
cot(3= . ^ > d£ = 



smr cosT 

La première de ces deux formules montre que p=:consl.; 
conséquemment la relation de = das -+- rf(3 donne 

d(ù =^ de=: de cos t. 
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Si Ton a égard à cette relation, on obtient l'équation naturelle 
de la courbe cherchée, en éliminant de entre Téquation qui 
donne ds et celle que nous venons de trouver : cette équation 
est 

p ds asiny^ 

rfe "" sin (î ^ 

le second membre étant constant, elle représente un cercle. 

150. 2? Surfaces développables. — Les formules (i) du n** ikk 
donnent 

cot(3 = -g-, ds^ = (b^-h n») d&\ 

La première de ces formules montre que, si Ton développe la 
surface sur un plan et qu'on joigne par une droite l'extrémité 
de b avec le cenure de courbure de Tarête de rebroussement 
développée, cette droite est normale sur la courbe. 
La formule ( 7 ) donne 



i^_sinp__ sin^fi /rfn\ 
P"" é b* [de)' 



or -T— est le rayon de courbure de la développée de Tarêie de 

rebroussement après son développement sur un plan. Cette 
formule donne la construction du rayon de courbure tangen- 
tielle de la courbe. 

La formule (9) donne l'expression de l'aire balayée par le 
rayon vecteur b : elle est 

I , 
2 

c'est-à-dire égale au secteur circulaire dont le rayon est b et 
l'angle e. 

Supposons que l'arête o-, après son développement sur un 
plan, soit un cercle de rayon «, on a II = a, et l'on tire de ce 
qui précède les conclusions suivantes : 

i* L'angle (3 est constant, donc la courbe ds est la trajectoire 
coupant les tangentes sous angle constant. 

2" L'angle de = d(a:= de, donc la courbe ds est une ligne 
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dont la courbure tangentielle est constante, puisque l'on a 

ds 



de 

Ainsi, si une surface développable a pour arête de rebrous- 
sement une ligne dont la première courbure est constante* 
une tangente de longueur constante décrit sur la surface une 
courbe dont la courbure tangentielle est aussi constante. C'est 

aussi ce que Ton aurait obtenu par la formule qui donne p^ 

laquelle devient dans le cas actuel 

I sin^ 

Tous ces résultats sont susceptibles d*uiie très-grande géné^ 
ralisation. 
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151. Problème III. — Étant données les mêmes conditions 
que dans le problème du n^ 14-1, trouver la développante de la 
courbe da. 

Dans ce problème, la loi des rayons vecteurs géodésiques t 
est connue, puisque Ton a 

dt -h d(7:=z G, 

d'où Ton lire, b étant une constante, 

(i) l~b— (7=b— i Hde. 

Tangente. — Les équations (ij du n° 141 deviennent 
(a) cos(3=:o, dh = ds; 

donc la courbe est perpendiculaire au rayon vecteur géodé- 
sique; on a ainsi une des orthogonales du système. 
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Rajron de courbure. — L*équation (9) du n'» 14.3 donne, 
H' étant la dérivée de H par rapport à /?, 



^^ P~"R- H(^e) 



H'(£, 6- Cude 



EUb-- Çnde\ 

Rectification. — L'on a 

dh=zds=:li(t, e)d.e; 

il faut remplacer, dans cette équation, t par la fonction b — cr, 
et intégrer entre deux valeurs de e, ce qui donne 

(4) 3= f n{b- (7, e)dE. 

Relations entre les rayons de courbure tangentielle d*une 
courbe et de sa développante. — L'équation (i) donne 

dz- "^ 

or, d'après l'équation (3), P est une fonction déterminée de t 
et de e, que nous représenteron3 par/(/, e) : 

(5) p^/(^o. 

Si Ton différentie cette équation par rapport à e, et qu'on éli- 
mine -T- au moyen de la relation précédente, on aura 

^ ^ de de dt 

152. Applications : 1° Contour décrit par un arc géodésique 
très-petit tournant autour d*une de ses extrémités. — Propo- 
sons-nous de calculer la longueur et l'aire de ce contour. On a, 
d'après ce qui précède, 

dhy M =r - 1 tdh, 

t étant constant et très-petit; or, si l'on développe dh suivant 
les puissances de t d'après la formule de Mac Laurin, l'on 

i5 
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aura 

^/ /^/N Jd,dh\ n fd'dhy t' (d^dli\ 



avec la condition 

d'dh dh dh 



3 



dt* JSJx GJo K^ 

or 

d.d/i 



n" 14.1 (2); 



(dh).= 0, (--^)^:=^s; 



si Ton a recours à la relation précédente, on voit que 
d^dh\ /dh\ Id^dh 



dt 



2 



A _ (dh\ __ /d^\ _ _ jrfe_ 

=rKt.^'^'^'[drAè)l' 



d*dh\ /d'dh 

= 0, 



dt* J. ' V rf/* 
substituant ces valeurs, l'on a 



on aura donc, en négligeant les puissances de t supérieures à 
la cinquième ou à la sixième, 










i.2.3(K,^)o 1.2. 3. 4» 5 






27t 



i.2.3(K^)o 1.2.3.4.5 



On tire de ces formules les conclusions suivantes : si deux 
surfaces ont en un point même courbure, la longueur du 
contour décrit par un arc géodésique très-petit tournant autour 
d'une de ses extrémités en ce point sur chacune de ces sur- 
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faces ei Taire de ce coniour ne changeront pas d'une surface à 
l'autre, pourvu que Tare géodésique très-petit reste le même. 

153. 2° Surface sphérique. — Développante géodésique d'un 
petit cercle. 
L'équation du petit cercle est (n° 145) 



dcr 



-j- =z atangy = m, 
ar 



m étant une constante. Donc la loi des rayons vecteurs sera 
donnée par l'équation 

t z::: b — /»€ = ÛT. 

Rectification.' — La formule 

dh z= asinzde=^ ds 

(n<* 145) donnera 

a^ ' b — me 

s — Sn:= — cos 9 

m a 

So étant la constante d'intégration. 

Angles de contingence : 

de=^ 1 dQ = o. donc rf&) = rfe; 

COST ^ 



donc 



de = de cost = de cos > 



a 

et, par l'intégration, 

a . b — me • 

e — Cf^zrz sm ; 

m a 

on déduit de ces formules 

a* 

{s~Soy'^a'(e-~eoy=^ — > 

^ m^ 

ce qui est l'équation naturelle de la courbe. 

Rayon de courbure. — En divisant Téquation de = de cost 

i5. 
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par l'équation dh = asinrde, on trouve 

b — me 

cot 

I cotT a 

P a a 

ce qui donne le rayon de courbure. 

Ces deux dernières formules se déduisent aussi immédiate- 
ment de la relation ( 9) du n** 145. 

Quadrature, — L'on a 

du=i \ dt i dh=^a^ l 1 sinzdzde; 

or, si l'on intègre par rapport à t depuis / = o jusqu'à / = /, 
on obtient 

u^= — a'l (cosr — t}de=—^ — | (cosT—i)dz, 



a 



et, finalement, 

u = sin T — sin 1 T . • 

tangyL « \ «/ J 

3® Surface sp/iérique. — Développante géodésique d'une 
courbe quelconque -r- == H. 

Rayions vecteurs géodésiques : 

t = b— I lld€ = ar. 

Rectification : 

b— jUde 

ds = adt sin — 

a 

Relations entre les rayons de courbure : 

dv n rfp n 

— a --'» — == — a 



de . cos^T de cos^r 

154. Problème IV. — Trouver la développante oblique par 
rayons vecteurs géodésiques d'une ligne donnée. 



CHAPITRE I. — SYSTÈME DIRECT DE COORDONNÉES, ETC. 229 

Nous appelons ahisî la courbe qui coupe sous un angle con- 
stant les rayons vecteurs géodésiques tangents à une ligne 
donnée da. 

Loi des rayons vecteurs. —' Elle est donnée par la troisième 
des équations (i) du n" 141, on a donc 

(i) T~^ ^^' ^^ ^^^^ -+- n = o. 

C'est réquation différentielle du rayon vecteur géodésique t 
entre les deux variables / et e. Si le paramètre différentiel H est 
proportionnel à t, Tintégrale ne dépendra que des quadratures. 

Rectification. — La deuxième des équations (i) du n® 141 
donne après Tintégration, 5; étant une constante, 

cos[3 

cette équation montre que la rectification de la courbe s ne 
dépend que de la rectification de la ligne géodésique/ et de 
la courbe rf(7. 

Jnglês de contingence, — rfp étant nul, Ton a 
(3) rfw — rf^i=H'(/, e)rfe, 

dans laquelle t doit être remplacée par sa valeur tirée de 
l'intégrale de l'équation (i). 

Rayons de courbure tangentielle, — L'on a les relations 

(4) R = ^fr^' p = JL = N.- 

' H'(^ g) smp 

H 

Si l'on représente, comme précédemment, le rapport ^7 par 

f(t, e) et qu'on différentie l'équation (4) en ayant égard à 
l'équation (i), on obtient 

[ -T- sinS— -ff H'Pcos6= — tttII -4- -r-» 

\ dz ^ dt ^ dt de 

lfH-si„f-^fH.pco,p=_^n*H.i'-. 
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Ces deux relations qui rentrent Tune dans l'autre, lient entre 
eux les deux rayons de courbure tangentielle d'une courbe et 
de sa développante oblique, de telle sorte que la construction 
géométrique de Tun s'en déduit lorsque l'on connaît l'autre. 

155. Application : Surface sphérique.— Développante oblique 
de la courbe donnée par V équation 

n m ^a'n^ 

Dans cette équation, on suppose m constante, a rayon de la 
sphère, n = cot(3, E base des logarithmes népériens. On obtient 
les résultats suivants. 

Rayon vecteur géodésique. — Il est donné par l'équation 

dx . VL 

—. n sinr H = o. 

az a 

Cette équation s'intègre par la variation des constantes arbi- 
traires; et si Ton détermine la constante par la condition que 
. lorsque t est nul c soit aussi nul, on trouve 

I ml -^„ 
tang-T= 1 i — E"' 

3 lan \ 

Rectification, — Si Ton veut que l'origine de l'arc corres- 
ponde à la valeur nulle de e, on obtient 

5 = ar H- me. 

Rayon de courbure, — On obtient 

otangT 
^ sin(3 

Angle de contingence, — Cet angle est donné par l'équa- 
tion différentielle 

4«'n2— /n'(i — E"*)2 , 
de — 7- ^ dt, 

4a*/i='+ w'(i — E^^f 

qui ne dépend que des quadratures et qui se ramène à l'inté- 
gration des fonctions rationnelles, en posant E"* = x. 

Relation entre les rayons de courbure de la courbe^ et de sa 
déi^eloppante- — Dans le cas actuel, 1^ fonction/est aiangr; 
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la deuxième des équations (5) donne 

— -T- sin 6 H r- cos p ~ — — • 

de ^ cos't ^ cos't 

§ m. — Dis lignbs dont la courbure tangentielle jouit 

d'une propriété connue. 

156. Problème V. — Déterminer une lif^ne d'après une pro- 
priété de sa courbure tangent ieite, 

s 

L'expression que nous avons donnée de la courbure langen- 
lielle dans le cas où les rayons vecteurs géodésiques p sont 
comptés à partir d'une développante de la courbe a, n° 143, 
formule (il), peut s^écrire sous la forme suivante, après avoir 
posé, pour abréger, z = cot*(3, 

dz 2 2 . 

I" Posons Psin*(3 = S, et supposons que H ne dépende que 
de p ainsi que S, l'équation précédente pourra s'écrire sous 
la forme 

V H' / H'e' 

dont l'intégrale est 

i±i__o 3 
H' ~ VH'i 






Cette équation fait connaître cot(3 en fonction de p; or 

l'on a 

dp = Ucoi^de. 

Cette équation dans laquelle les variables seront séparées, 
lorsqu'on y aura remplacé cot(3 par sa valeur en fonction 
de D, donne 

^""JHcotp' 

qui ne dépend que des quadratures, et qui est l'équation de 
la courbe cherchée. 

?." Posons Psin(3 = C^, et admoilons que H et G, ne dépen- 
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dent que de /?. L'équation (i) pourra s'écrire sous la forme 
, , dz idR !àdp 

son intégrale est 

, i-hz rdp 

3" La même équation (i) peut s'écrire ainsi sous la forme 

dz / I ï \ « 

de là résulte que si l'expression ^^ — . ^ ? que nous posons 

égale à =-î est une fonction de p seule, l'on aura, quel que 
soit H, l'intégrale 

l0g(3H-l)=:2 / -^. 

Si H ne dépend que de p, on pourra pousser plus loin le 
calcul, en opérant comme on l'a fait au premier cas du pré- 
sent numéro. 

Si H dépend de p et de g, l'équation précédente pourra tou- 
jours s'écrire sous la forme suivante 



$z=H(/., e)VEVs.-i. 



de 

Cette équation, dans laquelle £ est le nombre dont le loga- 
rithme népérien est i, est l'intégrale première de la courbe. 

4° Si l'expression jr — ,, . ^ est égale à - — r--^? S, étant 

une fonction de p seule, et m une constante, l'équation (i) 
devient 

dz 2 rfp 



IH 

2 



'« 6 



(4) 

donl l'intégrale est 

rdp 

I ^5. 



m{i -h z.y- 



m 
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Si H ne dépend que de p ei qu'on pose, pour abréger, 

— fn\ -1- =z\^^{p) % on aura Tintégralei première de la 

courbe égale à 

de = -r===î 

qui ne dépendra que des quadratures. 

157. Applications : i° Étant donnée sur une surface la déve- 
loppante d'une ligne o-, on mène la série des rayons vecteurs 
géodésiques orthogonaux à cette développante, et Von de- 
mande de déterminer une courbe telle, que, si l'on projette en 
un de ses points son rayon de courbure tangentielle sur la di- 
rection du rayon de courbure tangentielle de la ligne ortho- 
gonale, la moyenne harmonique de cette projection et de ce 
dernier rayon de courbure soit constante. 

L'on a la condition 

I I I 

PsTnp ~ k"^ K' 

K étant une constante; or, Ton a 

I _ j__ d^ 
Psin(3~ K "^ rf/i' 

d^là résulte cette relation 

le — 1 
dh~ïi'' 

d'une autre part. Ton a, d'après la troisième remarque du 
n° 156, 

, sinS p . ^ pj 
log — - = -Vi sin6 :- cE^; 
c K 

on aura donc pour équation différentielle de la courbe 

p 
dp c E 

£ 



, dp c E*^ 

de = -~ 



v: 
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Si Ton délcrmine la consianic c par la oondilion que lors- 
que (3 == [3,, /? = piy Ton a 

fil 
c'==sin(3. E S 

sin(â := siiij3, E k ; 
(l'une autre pari 

d/i ri= sinôrf* donne ds = ■ . JT i 
^ sin(3 



dont l'inlégrale est 



I 



i = Klog 



lang - (3 



2 



lang i (3. 



la constante étant déterminée par la condition que s est nul 
lorsque (3 = (3,. Si Ton élimine (3 entre ces deux équations, on 
obtient s en fonction de p : 



Vi-hsin(3.E K^'H-Vi-sin(î,E 



/'-A'i 



5 , Vi-hsinp, E K -hV i~sinô, E R , i^ 

jr = log %■ '^ = — ^^-j=^=^ - log tang - p.. 

Vn-sinj3, E K -Vi'-sin (3. £""«"" 

Cette expression de s se rapporte à une valeur quelconque 
du paramètre différentiel H. 



Si -^ est nul, on a 

n. 










I 
P 


sin|3 


T 




R ~ 


" N' 



la courbe est telle, que le rayon de courbure tangentielle est 

égal à la normale; on a -tt- = o, (3 est donc constant. La courbe 

cherchée est la trajectoire coupant sous angle constant les 
rayons vecteurs géodésiques /. 

158. 2® Les mêmes conditions étant données que dans le 
problème précédent y trouver la courbe dont la courbure géo- 
désique est proportionnelle à la normale. 
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I sin 3 
On doit avoir la condition -rr — -r-^f K. étant une constante. 

F lin 

Il faut, dans l'intégrale qui se rapporte à la remarque 2" 
du n** 156, faire 

on a donc, en appelant c* la constante de l'intégration, 
l~^ = e^H-'*^, cot(3 = v'c'H-'iK-'^-T. 
Si Ton remplace cot(3 par sa valeur, on obtient 



de 



dp 



qui est l'équation différentielle de la courbe. 

Sphère. — Dans le cas de la sphère et dans le système de 
coordonnées employées au n" 148, l'équation devient 

dl— _: - - ^ ^^9 



di 



sin T slc^a'^'-^^sXïi'^'-^^': — i 

dT 



sin'r \ic^à^^'-^^{\ -\~ cofr)*^ — (i -i- cot'r) 

i»Si K = i, 

dr 



6 z= 



/Vi 



vc' — I smr 



^— , lang - T -^ E^« - - ^ V^'- ' , 



ft \lc^ — I étant la constante introduite par l'intégration : c'est 
la loxodromie (n° 90, 3°). 



2« Si K — 2, 



- dz 

rf e — : - -j_ 9 

à'. . , 
I sin'T 



si 



qui dépend des fondions elliptiques, à moins que la con^ 
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stante c' ne soit égale à a : on obtient alors 

tf€ — ■ —y (e, — e)r= loglang- ( t)» 



sin {^l - t) 



lang 



i^î_;)=E('.-'): 



E est le nombre dont le logarithme népérien est i. 

159. Problème VI. — Étant donnée V équation naturelle d' une 

ds 
courbe — =r P, P étant une fonction de e, trouver V équation 

de cette courbe entre les deux variables t et e, les rayons géo- 
désiques t étant comptés sur la surface à partir d'un point 
Jixe^ H ne dépendant que de t. 

'Remarquons que la deuxième et la quatrième des équa- 
tions (i) du n° li^l peuvent s'écrire sous la forme 

. ^ r, dt ^ Wdt 

Si Ton différentie la première de ces équations, et qu'on 
élimine (3 du résultat ainsi que de la deuxième des équa- 
tions (i), on obtient 

, ^ ,^ ^^\¥de) do^ H'P / âF~ 

^"^ ~"^^^ I — dF ' ^ = Trv'-p^- 



\/- 



_d£_ 
P'de' 



L'équation différentielle de la courbe s'obtiendra donc en 
substituant ces valeurs dans la relation d(»y = de — d^; cette 
équation différentielle est 



( 



d { dt \ H^P/ ^dt' \ I dt' __ 

^^ de\Pde) H V P'^eV"^V' W?-""- 



C'est une chose remarquable que, dans le cas où la surface 
est telle, que H, paramètre différentiel du premier ordre, ne dé- 
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pende que du paramètre ty on parvienne à écrire Téqualion 
diflerenlielle d*une courbe quelconque tracée sur la surface, 
lorsque Ton connaît la définition naturelle de cette courbe. 

L'intégrale de Téquation (3) fera connaître t en fonction 
de^; les équations (2) donneront (3 et co en fonction de la 
même variable; donc l'équation rfw := H'rfe fera connaître e en 
'fonction de e. On aura donc les deux équations de la courbe, 
puisque l'on aura e et / en fonction d'une seule variable e. 

Remarque, — Il est aisé de voir que le même calcul aurait 
lieu si les rayons géodésiques p étaient comptés à partir d'une 
développante par rayons vecteurs géodésiques d'une courbe o- 

pourvu que H ne dépendît que de p. 

■ 

160. Problème VIL — Les mêmes conditions étant données 

ds 
que dans le problème précédent^ -7- étant donné par le rapport 

d* une fonction de e à la dérivée H', trouver l'équation de la 
courbe entre les variables t et t. 

Nous représentons par P, cette fonction ei nous posons 

ds P, 

La relation e = (3 -f- w donne simultanément 

cose== cos&cosûj— sin(3 sinw, 
sine:= sin(3cos&) -h cos^sinco. 

Si l'on élimine sinj3 et cos(3 au moyen des équations (i) du 
n®141, on obtient 



(2) 



H'coserf5— rf(Hcosû)), 
H'sinefi^5 = £/(Hsin w); 



éliminant ds au moyen de la relation (i), on obtient 



/ 



(3) Hcoswrr: I P, coserfe, H siu 



in«=J 



p, sinerfe, 
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desquelles on déduit 

H'= ( / P, coseJ^I 4- ( I Pi sïnedej , 

(3') { C?,s\nede 

langoj -T- ^ 



/'■ 



cosede 



ces deux dernières équations donnent t et to en fonction de e, 
ce qui est la solution du problème. 

On fera sur cette solution la même remarque que dans le 
numéro précédent. 

161. Application aux courbes sphêriques : i"^ Étant donnée 

ds 
V équation naturelle de la courbe -y- = 4''(^)> ^''ouver l'équa- 
tion de la courbe entre les variables r et e, rayon vecteur géo- 
désique et azimut. 

Les équations (i) du n" 159 donnent dans le cas actuel 

(i) cosp=77-7-» sino— m-\ 

^ ' ^ ^'de ' cosT^'de^ 

or 

(2) de=z d^ -{' dfji}. 

Il suffit donc d'éliminer (5 et entre ces trois équations 

.^ ^^ [ydej , , 4>'cosr / a^ dz' 

1 I a^dz' «î^»n^ V ^'^ de'' 



de^ 
Substituant, on obtient 



(3) 



d l dz \ ^' ( a' dfX ^ 1 à" dz' 



qui est Téquation différentielle de la courbe entre les variables 
T et e. 

L'intégrale fera connaître t en fonction de e, par suite, la 
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première des équaiions (i) donnera (â en fonciion de e, et la 
seconde, m en fonciion de la même variable; enfin Téquation 
d(ù = flfecosT donnera s en fonction de e, et comme Ton con- 
naît r en fonction de la même variable, les deux équations de 
la courbe seront \ 

L'équation (3) peut s'écrire 



d / . dx \ ^''cosr . / a^dx^ 



162. 2." Étant donné -r = -^— ^ — ? trouver Véauation de la 

de cosT ^ 

courbe entre x et e. 



L'on a 



<^=: (3 -f- W, 



(i) ^ côse 1= cosp cosco — sin^coso), 

V sine = sinp cosw -f- cos(3sin&); 



donc 



rf*cosecosT = «(/(sinrcosoi)), 
c^*sinccosr =: flrf(sinTsin&)); 



donc en remplaçant ds par sa valeur, on trouve 



«sinTCOS&)=: I cose^'{e)dey 



a sin T sin w -- i sin e \h'(e)d€; 



j sine \\i' 



élevant au carré, et ajoutant, on obtient 



«=»sinH 



-j I cose4''(e)rfe I -i- j I sine^'(e)de\ 



langw 



/ sii\e^'(e)de 
j cose^'{e)de 
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on a donc t et &> en fonction de e; de plus 

de =3 



COST 



On a donc aussi e en fonction de e, ce qui est la solution du 
problème. 

163. Problème VUI. — Étant donné le rayon de courbure 
tangentielle par une équation différentielle linéaire de la 
forme 

(i) mH'P + 'w. ^ (H'P) -+- m,^, (HT) -+-. . .^ o, 

dans laquelle m, mi, mj... sont des constantes^ déterminer la 
courbe entre les variables p et e, p étant un rayon vecteur 
géodésique perpendiculaire à la développante d'une courbe, 
et compté à partir de cette développante^ et H ne dépendant 
que de p. 

Posons, pour abréger, H'P = j et intégrons par parties suc- 
cessivement la première et la seconde des équations (2) du 
n° 160, qui ont encore lieu dans le cas actuel, on obtient 

Hcosûj^^ jycosede, 

H cosû)=:^jsine — 1 -j-sinedey 

„ , dy rd^r j 

Hcoswnz^sine -t- ^ COS6 — / -pj cosede, 

(2)( 

Hcosa)=:3sm6[^r- rf^r-^^--- -^(v^-'i. ^^J 

vdv d^r d'r I I — w «/'''•*-'rl 



■/ 






(3) 
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' H sinw = l/sinerfe, 

/dr 
■j- cosede, 

XI • dr , rd^r . , 

H smw ~ — jcose -h -T- sine— I -~^ s\nede. 

Cela posé, si l'on considère successivement les équations qui 
renferment cose sous le signe intégral, et que Ton multiplie 
ces équations respectivement par m, /Wi, — /Wa, — nu et ainsi 
de suite, et qu'on ajoute, on aura une relation indépendante 
de toute ligne intégrale par suite de l'équation (i). Cette rela- 
tion sera de la forme 

(4) H(Mcosco -hNsinw) =:Xcose + Ysine, 

M, N étant des constantes, et X et Y des fonctions de y et de 
ses dérivées. En opérant de même sur les équations (2) et 
(3) qui renferment sine sous le signe intégral. Ton aura, par 
suite de l'équation (i), la relation 

(5) H(Msina>— Ncosto) =: Xsine — Ycose. 

Remarquons que X et Y sont des fonctions de e données par 
l'intégrale de l'équation (i) ; si l'on pose, pour abréger, 



N 

^ = langwo. 



ces équations deviennent 



^ - Hcos(a) — &)o) = v/M2-4-N''(Xcose-4-Ysine), 
(6) { 

Hsin(w — w.) =:>/MM-N^(Xsine — Ycose). 



En élevant au carré, et ajoutant, on obtient 

ir^rr. (]VP-hNM(X^-F YM, 



6 
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et, divisant l'un par l'autre, 

Xcose; -+- Ysine 



COt((i) — &),) = 



Xsin<? — Y sine 



Or H est une fonction connue de /y, on a donc p en fonc- 
tion de e; d'une autre part la seconde équation donne u en 
fonction de «, et par suite, à cause de la relation 

de z= Hpifu, 

&) est connu en fonction de e, ce qui est la solution complète 
du problème. 

164. Application : Trouver la courbe telle, que 

(i) ^(H'P) = mH'P. 

On déduit des équations (4) et (5) du n° 163 les deux rela- 
tions suivantes 

^ ^ ( /hHcosw — H sinw = — H'Pcose, 

(2 ) 1 

( mHsina)-f-Hcosû} = H'Psine. 

L'intégration de l'équation (i) donne 

H' P = £'«(•+••), 

E étant le nombre dont le logarithme népérien est i, et me. la 
constante introduite par l'intégration. • 

H et, par suite. H' sont connus en fonction de /?; de là ré- 
sulte que l'on a, si Ton pose m == tângc^o, 

„ sin ( GOo — 6) ) « , . . 

H — ^—^ ^ =r — £-"(•+••) eose, 

COS&30 
„ COSfWo — Gù) -^ ,^ ^ . 

H ^— ^— — - = E'"('^">) sin e ; 

COSWo 

on en déduit 

H^ = cos^&)oEM«+'«), 

lang( Wq — « ) = — cote ; 



r 
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la première équation fait connaître p, et la seconde w en fonc- 
tion de e. 
L'équation 



dz=:Wd 



03 



fera connaître e en fonction de e, ce qui est la solution com- 
plète du problème. 

Il faut ici remarquer que la fonction H, qui change d'une 
surface à l'autre, imprime un caractère spécial à chaque courbe 
correspondante à chaque surface; mais ces courbes ont un 
caractère général qui existe pour toutes les surfaces. 

ds 
165. Problème IX, — Étant donné -r- =f(p), et H ne dépen- 
dant que de p, trouver les éléments de hz courbe. 

Si Ton porte la valeur de P dans la formule ( 1 2' ) du n° 14-3, et 
qu*on intègre, on aura 



. . I rndp 



f(p) • 
Si l'on porte cette valeur de sin^ dans l'équation 

sin(3 _U.de 



cos(3 dp 
et qu'on intègre, il vient 

J /i 



H dp 
de = ^ •^•^'^^ 



dans laquelle les variables sont séparées. L'équation de la 
courbe sera donc, £« étant une constante arbitraire, 



e-e.- . ^ -LAP^ 



f- 



ndp 



Problème. — Étant donné ds=f^{p)dp, trouver tous les 
éléments de la courbe. 

16. 
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D'après l'équation (5) du n*" l&l, on obtient 

qui est Téquation différentielle de la courbe. 

Application aux gourres sphëriqles : i"* Etant donné 

ds 

-r-z=f{z), trouver les éléments de la courbe, 

La formule (1*2) du n® 145 donne 

sinrrfr 



/ 



= sin(3sinT, 



. ^ I rsinrrfT 

^ sintj J{z) 

or la quatrième des équations (i) du n"* 141 devient 

, rfrsinfi , 

sinrcosp 

on aura donc, en éliminant (3 entre cette équation et la précé- 
dente, 

dz rslnzdz 

sintrftX^ 



/ 1 / r sint^t X 



2° Étant donné ds=f^{t)dtf trouver les éléments de la 
courbe. 

En portant cette valeur dans Téquation (5) du même nu- 
méro, on trouve 

dz [a^ —/(«t)'] = a^sïn'z dz\ 



d, ^ s/a'-fiarY ,^^ 



smr 



qui est l'équation différentielle de la courbe. 

3° Étant donné ds=:f' {e)de, trouver tous les éléments de 
4a courbe. 
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On a/ d'après la formule (5), 

qui est Téquation différentielle de la courbe. 

4** Étant donné ds^^f(t»j) rfw. 

On a, d'après les équations (3) et (5), 

/"(&)) rfw» = a'(tang^Trfw» -4- rfe), 

qui est une relation entre t et w, et ensuite Téquation (3) 
fait connaître une relation entre t et e. 
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CHAPITRE IL 

SYSTÈMES DE COORDONNÉES RÉSULTANTS. 



§ I. — Premier système. — Courbes rapportées a plusieurs 

RAYONS vecteurs GÉODÉSIQUES. 

166. Problème X. — Soient pi, p,, . . . , p„ les rayons vecteurs 
géodéàiques menés d'un point M d'une courbe s normalement 
à n courbes données, ces courbes étant situées sur une sur- 
face; si ces rayons satisfont à la relation 

a étant une constante, le point M décrit une courbe dont on 
demande les éléments. 

Tangente, — Si l'on différenlie Téqualion F par rapport à ds, 
et qu*on élimine les dp au moyen de la deuxième des équa- 
tions (i) du n^ 14.1, on aura 

(.2) ^^«««P=^*»' 

de là résulte la construction suivante : Si à partir d'un point 
pris sur la courbe et dans la direction du premier élément de 

chaque rayon vecteur géodésique, Von prend des longueurs 

d¥ 
proportionnelles aux -7- correspondants à ces rayons, le cen- 
tre de gravité des extrémités sera sur la normale à la courbe 
située dans le plan tangent. 

Rayon de courbure. — Différentlons Téquation précédente, 

et éliminons les dp comme précédemment, et les d^ au 

moyen des équations contenues dans le type (9) du n"* 14^3, 

on a 

V d'Y ^ V^F . . / I I \ 
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équation qui donne la construction, par la proportion harmo- 
nique, du ra^^on de courbure de la courbe ds. 

Cette analyse comprend évidemment le cas où quelques- 
unes des courbes données se réduiraient à des points. 

167. Applications. -— i° Soit 



2] ^P ^ "*' 



A, A2. . . étant des constantes. 

L'équation (2) relative à la tangente donne 



\ Acos(3 = o, 



ce qui indique que la normale à la courbe dans le plan tangent 
passe par le centre de gravité des extrémités des lignes telles 
que A. 

* 

L'équation relative au rayon de courbure donne 



soit 
et 

on a donc 



MI, = Al sin p,, MI, = A2 sin ^j, . . . 



MOrr^rV Asin(5; 
M0 MI, Ml, MIa 

P ^ N. "^ N, "^ N3 ■*"••'' 

équation de laquelle résulte la construction du rayon de cour- 
bure P. 
2P Soit 

^ —PiP^Pi" ' Pm — OTy 

OU, ce qui est la même chose, en posant 4* — logF, 



4^==\ log/? = ma; 



les équations précédentes deviennent 

cos p __ "^ cos^ (3i _'^ sin (3 / I i 



V' cosp __ V' cos^p _V' 



P Li p^ Aj p \^ 



248 LIVRE III. — DBS COOBDONNÉES GÉODÉSIQUES. 

La première équation indique que si l'on développe les 
rayons vecteurs géodésiques p dans le plan tangent à partir 
du point M, et dans la direction du premier élément de chaque 
rayon, et que par les extrémités on élève des perpendicu- 
laires qui interceptent sur la tangente des segments tels que 
ME,, ME,,..., et sur la normale des segments tels que MI|, 
MI2, . . . , on obtient 

168. Conique géodésique. — Si le nombre des courbes se 
réduit à deux dans la première application, et que les coeffi- 
cients A soient égaux à Tunité, on a 

p^-h pt = a. 
L'équation de la tangente est donnée par 

COSP, -h COSP, = 0, Pj -h 3, = TT ; 

la bissectrice des deux rayons est la normale dans le plan tan- 
gent. 

L'équation du rayon de courbure devient 

2 Il 



Psin(3 K. R 

et l'on voit que si Ton appelle dl> la longueur de la normale 
située dans le plan tangent, et terminée à la base du triangle 
dont les côtés sont Ri, Rs, on obtient 

<D^i=Pcos'(3. 

ce qui donne, pour la conique géodésique, un théorème ana- 
logue à celui de Newton, et duquel résulte une construction 
élégante du rayon de courbure P. 

169. Coniques géodésiques homofocales. — Supposons que 
les deux courbes sont deux points invariables sur la surface; 
les deux coniques pour lesquelles on aura 

Pi±p2=^2a^ 
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a pouvant prendre toutes les valeurs possibles, sont dites ho- 
mofocales. Considérons les deux coniques homofocales 

p,-\- p^z=iky pi — pi=2k\ 

Soit un point M pris sur Tellipse géodésique; du point F, 
avec un rayon géodésique égal à /, décrivons une trajectoire 
orthogonale des arcs géodésiques menés de ce point, et du 
point F', avec un rayon géodésique égal à t, décrivons une tra- 
jectoire orthogonale des arcs géodésiques menés du point F'; 
si Ton appelle A et B les points où Tare géodésique FM*coupe 
la première trajectoire orthogonale, et A', B' les points où Tare 
géodésique F' M coupe la seconde, en supposant que la pre- 
mière trajectoire contienne la seconde, Ton a • 

MA = t - FM, MB = ^ + FM, 
MA'=:F'M-/', MB'z=F'M-h/'; 

or, suivant que Ton aura l'un des quatre cas, 

MA = MA', MA=:MB', MB = MA', MB^MB', 

Ton obtiendra Tune des quatre relations correspondantes 

/-+■/'= FM -f-F'M,' /-r = F'M-hFM, 
/ + /'=^FM-FM, /--r = F'M — FM;* 

de là on conclut : 

i** Que si des trajectoires orthogonales sont décrites des 
points F et F' comme centres avec des rayons satisfaisante Tune 
des deux conditions / + t'=zik^ t— t'=iàziky Ton aura Tel- 
lipse géodésique 2 A', qui sera le lieu des centres des trajec- 
toires orthogonales tangentes à ces deux trajectoires. On voit 
qu'il y a une mfinité de couples de trajectoires orthogonales dé- 
crites des points F et F' comme centres, telles que Tellipse géo- 
désique ik soit le lieu des centres des trajectoires orthogonales 
tangentes à un couple. Quand on fait varier t depuis zéro jus- 
qu'à 2fr, i' varie depuis 2 Ar jusqu'à zéro, et quand on fait varier/ 
depuis 2A" jusqu'à l'inOni, / varie depuis zéro jusqu'à Tinfmi, 
et il en est de même lorsqu'on fait varier /' depuis 2/r jusqu'à 
rinfmi. 

2« Que si deux trajectoires orthogonales sont décrites des 
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points F et F' comme centres avec des rayons satisfaisant à 
Tune des conditions /-»-/' = 2Ar', / — /' = it afr', le lieu des 
centres des trajectoires orthogonales tangentes à ces deux tra- 
jectoires est rhyperbole 2A'. Il y a une inHnité de couples 
de trajectoires orthogonales décrites des points F et F', telles 
que le lieu des centres des trajectoires orthogonales qui sont 
tangentes à un couple donne l'hyperbole sAr'. Si / varie depuis 
zéro jusqu*à aA'^ /' varie depuis ik' jusqu'à zéro; si / varie 
depuis ik' jusqu'à l'inûni, f varie depuis zéro jusqu'à l'infini, 
ou bien inversement si t! varie depuis 2/r' jusqu'à l'infini, 
/ varie depuis zéro jusqu'à l'infini. 

On conclut aussi de ce que nous venons de dire, que si 
deux trajectoires orthogonales sont décrites des points F et F' 
comme centres avec des rayons donnés, il y a toujours deux 
coniques géodésîques qui sont les lieux des centres des tra- 
jectoires tangentes aux deux trajectoires données; si ces deux 
trajectoires ne se coupent pas, ces deux coniques sont deux el- 
lipses ou deux hyperboles; si ces deux trajectoires se cou^ 
pent, ces deux coniques sont une ellipse et une hyperbole. 
Dans les deux cas. Tune des coniques se rapporte à deux con- 
tacis de même nom, et Faulre à des contacts de noms diffé- 
rents. 

a 

170. Généralisation. — Supposons que le système des coor- 
données soit l'ensemble de deux séries de rayons géodésiques 
menés normalement à deux courbes directrices C et C tracées 
sur la surface. Si n et »' sont deux rayons géodésiques coor- 
donnés du point M, les équations des deux lignes bissectrices 
de Tangle du système, tracées sur la surface, seront comme 
précédemment 

n — n - ik' , n-\-n':^'2k; 

si Ton considère les courbes D et D', développées par arcs 
normaux géodésiques des deux courbes données C et C, Ton 
voit que l'une des deux bissectrices sera engendrée mécani- 
quement par un stylet qui, en se mouvant, tiendrait tendu et 
appliqué sur la surface un fil dont les deux extrémités seraient 
fixées sur les deux courbes D et D', sur lesquelles le fil s'en- 
velopperait ou se développerait. Toutes les conclusions du 
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numéro précédent auraient leurs analogues dans la question 
actuelle; seulement» les trajectoires orthogonales des rayons 
géodésiques, tels que n et n', seraient des développantes par 
rayons géodésiques des courbes D et D', et les courbes 

n -t- /i' :== 2 /r, n — n'z=2,k 

seraient les lieux des centres des trajectoires orthogonales en- 
veloppant un couple de deux développantes, ces diverses tra- 
jectoires coupant orthogonalement tous les rayons géodésiques 
menés de ces centres. 

171. Des lignes de courbure ellipsoïdales considérées comme 
des coniques géodésiques. 

Théorème. — Les lignes de courbure ellipsoïdales sont des 
coniques géodésiques par rapport à deux ombilics et, plus gé- 
néralement, par rapport à deux arcs d'une même ligne de cour- 
bure. 

Prenons pour lignes coordonnées les deux séries de lignes 
géodésiques que Ton peut mener des différents points de l'el- 
lipsoïde tangentieliement à une même ligne de courbure. Les 
deux courbes bissectrices des angles de ce système de coor- 
données sont les lignes de courbure de la série [j. et de la série v, 
d'après ce qui a été dit; donc tous les théorèmes démontrés 
dans les deux numéros précédents s'appliquent aux deux lignes 
de courbure /jl el v, relativement aux deux arcs géodésiques 
menés d'un de leurs points normalement aux deux dévelop- 
pantes géodésiques d'une même ligne de courbure, inverse- 
ment placées. 

f 

Etudions en particulier les propriétés des lignes de cour- 
bure ellipsoïdales par rapport aux arcs géodésiques menés des 
ombilics. 

Soient les quatre ombilics F, F'; F,, F',, les deux premiers 
étant symétriques des deux autres par rapport au grand axe de 
l'ellipsoïde, les arcs géodésiques FF', F» F', sont les lignes de 
courbure limites de la série fjt, et les arcs géodésiques FF,, 
F' F, les lignes de courbure limites de la série v; soient J et Ji 
les milieux des arcs géodésiques FF,, F, F', , et 1, V les milieux 
des arcs FFk, F' F',; si l'on considère un point M situé sur une 
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ligne de courbure [i^ Ton aura pour tous !es points de cette 
ligne : 

I® La somme des arcs géodésiques menés du point M aux 
deux ombilics F, F' symétriques par rapport à Tun des axes, 
égale à une constante : 

F'M-hFM=:2JA; 

2"* La somme des arcs géodésiques menés du point M aux 
deux ombilics opposés Fi, F^ égale à une constante : 

F,M + F'M = 2J,A; 

3** La différence de deux arcs géodésiques menés du point M 
aux deux ombilics symétriques par rapport à Tautre axe, égale 
à une constante, ce qui donne 

F.M - FM = 2lA, F. M - F M = 2!' A'; 

4® La somme de deux arcs géodésiques menés du point M 
à deux ombilics symétriques par rapport au centre de l'ellip- 
soïde, égale à une constante, ce qui donne 

FM-hFVM=jr-hrj„ 

et par conséquent le plus court chemin d'un ombilic à une 
autre symétrique par rapport au centre, a une direction quel- 
conque; 

5^* L'arc géodésique mené d'un point M à l'un des deux om- 
bilics F ou F' est la somme ou la différence des deux demi- 
axes géodésiques de la ligne de courbure fx et de la ligne de 
courbure v, ce qui donne 

MF' ^ JB -f^ JA, MF =: JA - JB. 

Les mêmes propriétés ont lieu pour une ligne de courbure 
de la série v. 

11 résulte de ce qui précède, ce théorème dû à M. M. Ro- 
berts, et qui est l'un des plus élégants de la Géométrie des 
surfaces du second ordre : 

Si deux ombilics sont intérieurs ou extérieurs à une ligne 
de courbure, la somme des rayons géodésiques menés d'un des 
points de cette ligne à c^s deux ombilics est constante, et si 
les deux ombilics sont, Vun intérieur. Vautre extérieur, la 
différence des rayons géodésiqnes est constante. 
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On déduit avec la même facilité de l'analyse précédente ce 
théorème dû à M. Chasles: 

Si un fil de longueur constante est fixé par ses deux extré- 
mités en deux points d'une ligne de courbure, le stylet qui, 
en se mouvant, maintient ce fil tendu et appliqué sur la sur^ 
face de l' ellipsoïde et l'oblige à s'envelopper sur la courbe et 
à sy développer, décrit une ligne de courbure, 

172. Problème XI. — Trouver, sur une surface, la courbe 
telle, qu'un point M situé sur la circonférence se meuve d'un 
mouvement uniformément accéléré pendant qu'il est soumis à 
l'action de plusieurs forces fonctions de rayons vecteurs géo- 
désiques pi, p7,- - > pm normaux à des courbes, ces forces agis- 
sant suivant le premier élénient de ces rayons à partir du 
point M. 

Soit * 

(') F(p„ /?„..., pm) 

la fonction des forces, c'est-à-dire une fonction telle, que la 
force qui agit suivant l'élément de/>i soit la dérivée par rap- 
port à />i de F, et ainsi de suite. L'équation de condition, 
a étant une constante, est 

(2) 2^-^cosi^ = ma. 

Si Ton remplace les cos(3 par leurs valeurs tirées de la 
deuxième des équations(i) du n" 141, on a, après intégration, 

(4) F (/?„/?„. ^.,pm) — ma(s — Sf,), 

as^ étant la constante de l'intégration. 

Si l'on différentie l'équation (2) et qu'on élimine les rfp et 
les rfj3, comme on l'a fait au n° 166, on trouve l'équation (3) 
de ce numéro : 

La construction de la tangente à la courbe se déduit de l'é- 
quation (2). Du point M, et dans la direction du premier élé- 
ment géodésique de chaque rayon p, prenez des longueurs 
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proportionnelles à ^-9 et ensuite le centre de gravité des 

extrémités; du point M décrivez une circonférence de cercle 
avec un rayon égal à A, du centre de gravité menez une tan- 
gente à ce cercle, et du point M, un rayon au point de con- 
tact. Ce rayon est la tangente à la courbe. Il semblerait qu'il y 
a deux solutions, mais le signe de a détermine celle des deux 
qu'il faut choisir. 

L'équation (3) donne, comme précédemment, le rayon de 
courbure géodésique. 

L'équation (4) niontre que la rectification de la courbe ne 
dépend que de la rectification d'une ligne géodésique p. 

173. Remarques. — i" L'équation (2) est une des données 

de la question; or, la fonction F*des forces existe lorsque cha- 

^F 
que dérivée -7- ne dépend que de p correspondant. Ainsi la 

solution du problème précédent se rapporte au cas où le 
point M est soumis, suivant le premier élément de chaque 
rayon vecteur géodésique, à Taclion d'une force fonction de la 
longueur de ce rayon. 
2° La fonction F des forces existe encore lorsque les forces 

-1— sont constantes. Ce cas se présente lorsque, les rayons 

géodésiques se réduisant à deux, la courbe ds réfléchit un 
rayon vecteur géodésique, de telle sorte que l'angle d'in- 
cidence égale l'angle de réflexion, ou bien lorsqu'elle le ré- 
fracte de telle sorte que le sinus de l'angle de réfraction soit 
dans un rapport constant avec le sinus de l'angle d'incidence. 
Il en résulte des courbes qu'on peut appeler caMs/i^we* gféod^- 
siques par réflexion et par réfraction. 

3° Les trajectoires qui se rapportent au premier cas, et les 
courbes réfléchissantes ou réfringentes qui se rapportent au 
second, jouissent de cette propriété que la normale dans le 
plan tangent et leur rayon de courbure géodésique peuvent se 
construire par la règle seulement, et que leur rectiflcation ne 
dépend que de la rectiflcation de la ligne géodésique et des 
développées géodésiqueé des courbes données. 

4° Si les courbes se réduisent à des points, la trajectoire ou 
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la caustique seront telles, que leurs rectifications ne dépen- 
dront que de la rectification de la ligne géodésique. 

5** La rectification d'une conique géodésique ne dépend que 
de la rectification de la ligne géodésique. 

Généralisation.— Les mêmes conditions étant données que 
dans le n^'lTS, problème précédent, on cherche la courbe telle, 
que le point soumis à Faction des forces se meuve d'un mou- 
vement qui ne dépend que de l'arc de la courbe décrite. 

Cette condition entraîne l'équation, dt étant l'élément du 
temps, 

de là résulte que l'on a 

(2) 2^_COSP=:^'(5). 

L'équation (4) devient 

(4) F(/?t />,... /Ih.)=^j^ (5); 

on a aussi 

Il est facile de tirer de c^s équations des conclusions ana- 
logues aux précédentes. 

§ IL — Deuxième système. — Des courbes conjuguées suivant 

LEURS rayons VECTEURS GÉODÉSIQUES. 

174. Des courbes 5,, s^, s^,. , ., Sm situées sur une surface 
quelconque, sont dites conjugées suii^ant leurs rayons vecteurs 
géodésiques, lorsqu'une même ligne géodésique variable de 
position, mais constamment normale à une ligne développante 
d'une courbe rfo- donnée sur la surface, est coupée par les pre- 
mières courbes de telle sorte que les segments géodésiques 
P\j /^aj- ••> pm, comptés à partir de la développante dn jus- 
qu'aux points d'intersection, satisfassent à une relation entre 
ces rayons telle que 

(i) F (p,, /?„..., p„.)i=consl. = /r.. 
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Les points déterminés sur cette ligne géodésique par les dif- 
férentes courbes sont dits conjugués. 

Problème XII. — Connaissant la loi d'après laquelle les m 
courbes sont conjuguées suivant leurs rayons vecteurs géode- 
siques, trouver la loi d'après laquelle : i° les tangentes à ces 
courbes, 2" les rayons de courbure tangentielle menés aux 
extrémités des rayons vecteurs, sont conjugués. 

Si nous conservons pour chacune de ces courbes les nota- 
tions employées pour la courbe ds au n*» 141, et que nous 
différentions l'équation (i), nous aurons 



y 



rfF , 



or, si nous éliminons lesrf/? au moyen des équations analogues 
à la quatrième des équations (i) du n** 141, nous obtenons 

(a) ^H^cotp^o, 

le signeN s'éiendant à tous les indices depuis i jusqu'à m. 

L'équation (2) fait connaître la loi d'après laquelle sont con- 
jugués les angles (3 que la ligne géodésique fait avec les m 

courbes. • 

H 
Remarquons que l'on a, n*» 142, R = pj* H' étant la dérivée 

de H par rapport à un rayon vecteur /?; donc l'équation précé- 
dente s'écrit 



1 



d¥ 

H'^RC0lfirz:o. 

dp 



Si l'on introduit les normales N (7 ) du n° 142, l'on a 

Cette équation fait connaître la loi d'après laquelle sont con- 
juguées les normales aux m courbes, de telle sorte que si 
toutes les normales moiils une sont connues, la dernière sera 
aussi connue. Cette loi se traduit par la proposition suivante : 
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Théorème. — Si m courbes tracées sur une surface sont conr- 
juguées suivant leurs rayons vecteurs d'après la loi ( i), e/ quà 
partir de chacune de ces courbes on prenne dans le plan 
tangent, et dans la direction du premier élément du rayon vec' 
leur géodésique, des longueurs proportionnelles au produit 

des dérivées -t— ? "j"» * • • » 'û somme algébrique des triangles 

rectangles construits sur ces longueurs et les normales corres" 
pondantes est toujours nulle, 

175. Loi des rayons de courbure tangentielle. — Remar- 
quons que Ton a, de, étant Tangle de contingence de rf«, 

Cela posé, si Ton différentie Téquation (2) et qu'on élimine 
les dpy comme précédemment, et les d^ au moyen des équa- 
tions contenues dans le type (3), Ton aura 

.,. \ 2dV sin'P llp "Zd dp Rsin^p 

2Hcot^P3-(H^)4-2cotp^^, 

que Ton peut aussi écrire sous l'une des deux formes 
, ,,. 1 2i P sin» (3 dp ~2d dp dp 

Z'''^d-p[^'dp)-^l''''^d^^t' 



\ 



I H' rfF 



(4') ' ^ 



rfF y I d (^,d¥\ 
dp ^sin'P dp\ dpi 

Zj dp\ dp) Zà dp rfe 



Ces formules font connaître la loi d'après laquelle sont con- 
jugués les rayons de courbure tangentielle des m courbes. 

'7 
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Remarquons : 

I® La généraUté de ces formules: bien qu'elles se rapportent 
à une surface quelconque, elles sont presque aussi simples 
que celles qui se rapportent à un plan; 

2" Si le paramètre différentiel H ne dépend que de p, les 
termes renfermés dans la dernière somme disparaissent; 

3** Si la surface est une sphère et dn un point, H est égal à 
sinr, (/i = ar), et Ton a, d'après la formule (4"), 

a^ sm'p ar \ 



ZjPsin'P dT 



JS 



dr I 

d ( . d¥ 
sinr -r- I SUIT -7- 



4'' Si enfin il s'agissait d'un plan dans lequel la courbe dn se 
réduirait à un point, H serait égal à p^ et l'on aurait 

,d¥ 

2d^s\n'^~^2dS\n'^ dpy dp) 2d^ dpY dp)' 

Transformation géométrique des formules précédentes, — 
Considérons une des m courbes ds (Jig. i6). Soit v le point où 

Fig. i6. 




la perpendiculaire à l'extrémité de la normale N rencontre la 
droite menée dans le plan tangent suivant la direction du pre- 
mier élément du rayon vecteur géodésique au point M de cette 
courbe; soit I la projection sur Mv du centre de courbure 
tangenlielle C, et M*, une troisième proportionnelle à MN et 
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MI; soil la projection de N sur Mx., Ton a 

N» R 

Mï^=T7-7— 57 Mv=:-— -r, vO:=Rcoi^6; 
Psin(3 sm'p ^ 

la première des formules (4) devient 

.„ .Ad dp ^i\dp 

i \*^: r^ d /„d¥\ V ^dFdU 

les termes correspondants des deux premières sommes pou- 
vent se réduire, Ton a 

L'une ou Tautre de ces formules permettra de construire 
géométriquement le segment Mv de la m'*"' courbe lorsque les 
autres courbes seront connues; et, du segment Mt., résultera 
le centre de courbure langentielle de cette m'*'»' courbe. 



§ II. — Des formes de la fonction F. 
176. Applications.— .1. Soient A,, Aa, A3,..., des constantes, et 

F 



Y:^ ^^ ^ 



\Lj P dp p^ 

L'équation (2 ) prend les deux formes suivantes, dans la der* 
nière desquelles S» est la sous-normale (n** 142) : 

VAH' ^ V AH'S„ 

2^ — Rcot(3:=o, 2j—r-'=o. 

La formule (4) du numéro précédent prend les deux formes 
suivantes : 

V A rfH 

S.-^(7-F)=SHAcot»,^^(|).^A^cot, 

ï7- 
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Nous faisons sur ces formules les remarques suivantes : 
I** Si H ne dépend que de p, on peut écrire la dernière for- 
mule de la manière suivante : 

V AH» /i i-+-cos'6\ V AH» ,^ 

7 -^-Tôdi Âj — -] ^-2> — — C0t'5i=o. 

n"* Si la surface est un plan, et que la courbe dn se réduise 
à un point, en représentant par T la tangente, n° ik% Ton a, 
pour la formule (2), 

A 



i 



T ~^' 



et, d'une autre part, si Ton projette successivement le centre 
de courbure de ds sur la direction du rayon vecteur, cette 
projection sur la direction de la normale, et cette dernière 
projection sur la direction du rayon vecteur, en appelant 9 la 
distance de cette troisième projection au point de la courbe 

correspondante, la formule (4) devient, en remplaçant K par —? 

Ces deux formules montrent que les tangentes T aux courbes 
et les troisièmes projections ^ des rayons de courbure satis- 
font à la loi des moyennes harmoniques, ce qui donne la con- 
struction, soit de la tangente, soit du rayon de courbure d'une 
courbe, lorsque les autres courbes sont connues. 

3° Dans le cas d'une surface quelconque , si H ne dépend 
que de p, et si toutes les courbes, moins une rf5„, sont géodé- 
siques, le rayon de courbure tangentielle de cette courbe sera 
donnée par la formule 

A.Hi I V AH» i-f-cos»3 V AH^ 



/?^sin»(3^ 



P.""Z/i'sin^P N ^2^ p' ^^^'P' 



II. Si F^rVAy^z^K, 

d¥ 



dp 
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l'on obtient les formules suivantes, dans lesquelles S„ est la 
sous-normale : 

y AH'Rcot(3=::o, yAH'S„ = o, 

III. Si F =zS log/? = K, 
d'après cela, on obtient 



1 



— cotp = o, 

p 



V H' /i n-cos'(3\ V* o «'H VH' 



Ces formules donnent la construction géométrique d'une 
tangente ou d'un rayon de courbure géodésique, quand on 
connaît toutes les courbes moins une. 

Elles sont susceptibles de nombreuses applications, parmi 
lesquelles se trouve la transformation des figures par rayons 
vecteurs gépdésiques réciproques. 

On réalise l'hypothèse N kp = K, dans le cas où la courbe dn 

se réduit à un point, et les coefficients A sont égaux à i . On 
suppose m poulies infiniment petites fixées Tune à l'origine, 
les autres aux m — i courbes de manière à pouvoir les par- 
courir; un fil de longueur constante, attaché par une de ses 
extrémités à l'origine et tendu sur la surface, s'engorge sur la 
poulie placée sur la première courbe, pour revenir s'engorger 
sur la poulie placée à l'origine, puis il va s'engorger sur la 
deuxième poulie, et revient s'engorger sur la poulie placée à 
l'origine, et ainsi de suite; l'extrémité du fil décrit la dernière 
courbe, si toutes les poulies sont assujetties à se trouver con- 
stamment sur le même rayon géodésique. 
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177. Supposons que la fonction F soilla somme des valeurs 
d'une fonction 4» du paramètre différentiel H, pour les diffé- 
rentes courbes ds^ dans le cas où ce paramètre ne dépend que 
de p; on a alors 

La formule (2) prend Tune des deux formes 

et la formule (3) devient 

Examinons seulement lés trois cas suivants : 
1» + = AH : 

A 

3" 4 = logH : 

Dans ces divers cas, on obtient la construction de la tan- 
gente et du rayon de courbure tangentielle. 

178. Problème XIII. — Connaissant la loi d'après laquelle 
n courbes Sx, s^, . . • sont conjuguées suivant leurs rayons vec- 
teurs géodésiques f ,, /2,..., ^n? comptés sur une ligne géodésique 
tangente à une courbe rfo- à partir du point de contact^ trouver 
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la loi d*après laquelle les tangentes et les rayons de courbure 
tangentielle de ces courbes sont conjugués. 

Nous conservons la notation précédente, et nous appelons rfe 
Tangle de contingence de la courbe rfd, et H son rayon de 
courbure tangentielle. 

L*on a 

dp = dt -\- dd, dh=:lA (p, e) de, 

conséqueniment 

dt =(Hcotp — n)de, 
(3) 



^P-(pirp-î)«^^- 



Soit l'équation qui lie les rayons ( /)> K étant une constante, 

(l) F(^, /„..., t^)=:K. 

Si Ton différentie cette équation par rapport à t, et qu'on 
élimine les dt au moyen des équations renfermées dans le pre- 
mier des deux types (3), on obtient 

Cette équation est susceptible d'une interprétation géomé- 
trique analogue à celle que nous avons donnée de Téquation (a) 
du n° 174. 

Elle exprime la loi d'après laquelle sont conjuguées les n 
tangentes aux courbes ds. 

Différeniions Téquation (2), et éliminons les dt et les rfp 
introduits par la différentiation au moyen des équations (3), 
nous obtenons 

ZàsWi^ dt\^ N/ 

d¥ dll 

_— -__ _^___ « 

dt dz 



1 



coi{3 
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El si la surface est développable, et que la courbe da soit l'a- 
rête de rebrousseinent H = /, l'on obtient 

de laquelle on tire un grand nombre de conséquences. 



i«— < 
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CHAPITRE m. 

COORDONNÉES GÉODÉSIQUES. - SYSTÈME INVERSE. 



§ I. — Formules générales. 

Dans ce système, on prend pour coordonnées : i» les rayons 
vecteurs géodésiquesp coupant une courbe donnée s sous un 
angle aussi donné (3, ces rayons étant comptés a partir de la 
courbe ds; iP les arcs orthogonaux dh de ces rayons. 

179. Problème 1. — Enveloppe d'un rayon vecteur géode- 

ds 
sique, coupant une courbe -7- = P sous un angle p dont la loi 

ds 
est donnée par l'équation -7^ = D, P étant une fonction de e, 

et D une fonction de ^. 

Rayon vecteur géodésique de l'enveloppe, — Soit dh Télé^ 

ment de Tare orthogonal, on a rfA == 5 (Pj €)de, 5 {p> ^) étant 
le paramètre différentiel du premier ordre dans ce système de 
coordonnées; or, au point de Tenveloppe, dh est nul et p 
devient égal à /. On a donc Téquation 

(I) §[t,e) = o, 

qui détermine le rayon vecteur géodésique de Tenveloppe 

t=:^[e). 

Tangente. — 5 étant nul au point de Tenveloppe, appelons 
p, l'angle sous lequel Tenveloppe est rencontrée par le rayon t; 
la formule 

f V ^ dt -h ds cosô 

dont le dénominateur est nul en ce point, montre que l'angle 
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(3i est aussi nul et que, par suite, le rayon vecteur t est en son 
extrémité tangent à la courbe-enveloppe d(T. 

Différentielle de l'arc dtj, — On a aussi la formule 

d(T = — dt -+-d5COs|3; 
on en déduit, o-* étant la constante de l'intégration, 



(3) (X— (7.=r— ^-f- 



|d5cos(3 = — t-h /Dcosjâdp; 



d*une autre part, on a la relation 

(4) s= Ç^de= Cud^, 

qui donne (3 en fonction de e; on a donc (x en fonction de e^ 

Angles de contingence. — Soit dp la distance géodésique de 
deux arcs orthogonaux intiniment voisins, on a 

(5) da = — dt -t-</5COS(3. 

Si Ton applique le théorème de Gauss au triangle dont les 
côtés géodésiques sont /, ^ + dt, et dont la base est rf5C0s(3, 
Ton a 



0) 



^'-r>-<^-{^)>' 



or ( -^j de est égal à rfw; Téquation précédente se réduit 

donc à 

d5 
(6) de = -~ de. 

Rayon de courbure de dtr. — Soit H ce rayon de courbure; 
si Ton divise les deux membres de Téquation (5) par les deux 
membres de Téquation (6), on obtient 

, . „ — rf^-f-rf^cosÛ — d;'(e)rfe-+-DG0s(3rfp 

dp dp 

équation qui fait connaître H en fonction de e^- 
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On en déduit, par élimination, Féqualion naturelle de la 
courbe rf(x. 

180. Relation entre les rayons de courbure tangentielle de 
la courbe directrice ds et de l'enveloppe da. — Si Ton exprime 
dh en fonction de' la distance géodésique t et de Tangle de con- 
tingence rfi de Tenveloppe, on a (3), n° 141, 

(8) rfA=:H(^e)d6, rf&)=rH'(^ e)rfe; 

or, réquation (4), prise simultanément avec la relation 

d(f> =zd^-h dCf 

dans laquelle Tangle (3 est compté en sens inverse, fournil les 
relations suivantes, dans lesquelles R est le rayon de courbure 
tangentielle de Tare orthogonal dh : 

rf p _ R de _ R 

^9^ dû)"~Dsin(3' £/w"~Psin(3' 

Donc si Ton différentie par rapport à e Téqualion 

, . sinô I I 

(lo) -R-=P-^D' 

on obtient • 

rfR_ H^R» /cosp F D; 
^'^^ de ~sin^(3V DR "^ P^^ "^ D^ 

dans laquelle P' est la dérivée de P par rapport à e, et D' est la 

dérivée de D par rapport à (3. Or le rayon R, qui est égal au 

H 
rapport ttj» étant une fonction de t et de e, donne par la diffé- 

rentiation une expression de la fcîrme suivante : 

A et B étant des fonctions déterminées de / et de e. Maintenant 
si Ton remarque que l'équation ( 7 ) peut s'écrire sous la forme 

(i3) n = H'Rcot6-~T-, 

^ ' ^ de 

et si Ton élimine -y- > -y- entre les trois dernières équations, on 
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I sin 3 
obtient, en remarquant que ^jr = —5"^» la relation suivante : 

— n-f- A + H'Ncos|3. H'D'sin(3 + Dcos|3 



BN> D» 

^"^^ ^ H'P'sinp-i^^cos|3 

+ ^p. =0. 

qui permet de construire le rayon de courbure H de l'enve- 
loppe dd au moyen des données de la question. 

Dans celte équation A est linéaire, B et H' sont deux rapports» 
et il est aisé de voir que les deux dérivées H' et 5' sont liées 
entre elles par la relation 

(i5) H'S'= — 5 — 

Lorsque la surface est un plan, il faut dans les formules 
précédentes poser 

A=:o, B= — I, H = /, H' = i. 

Si la surface est Une sphère, il faut poser les relations sui* 
vantes : 

A = G, BH' = — cos*T, H = a sin r, H' = cosr. 
Il en résulte des formules que nous nous dispensons d'écrire» 

§ II. — Des développées par rayons vecteurs géodésiques. 

181. Prorlèmb II. — Trouver la développée par rayons veo^ 
leurs géodésiques d^une ligne donnée. 

On appelle ainsi Tenveloppe d'un rayon vecteur géodésique 

ds 
constamment normal à une courbe -7- = P, tracée sur une 

de 

surface donnée. 
Pour trouver les éléments de la développée, il n'y a qu'à sup- 

poser p égal à - dans le calcul précédent; on obtient ainsi : 

Rayon vecteur géodésique de l'enveloppe,— Il est donné par 
l'équation 

(0 ^(t,e)^o. 
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Tangente, — Rectification de la développée, — Le rayon 
vecteur t est tangent à la développée, et la formule (3) donne 

(3) 0- -+- / = (7e = const. 

Angle de contingence tangentielle dt, — Cet angle est 
donné par la formule • 

(6) ''^ = f rf- 

Rayon de courbure tangentielle. — L*équation ( 7 ) devient 

dt ' dt 



(7) n = - 



^'de de 



Relation entre les rayons de courbure de la courbe et de sa 
développée. — Si Ton exprime dh en fonction de la distance 
géodésique / et de l'angle de contingence dt de Tenveloppe, 
on a 

(8) rfA=rH(/, e)rfe, (/&>=: H' (/, e)rfe, dtù — de. 

Si Ton veut déterminer /au moyen de la première des équa- 
tions (8); il faut remarquer que t étant compté à partir de la 
développée, on a, au point où ce rayon vecteur rencontre la 

courbe donnée ^> dh = Vde; on aura donc Téquation 

PH'(/, g) = H(/, e). 
Les équations (9) et (i3) donnent 

(9) P=R. ' («3) n = -^. 

L'équation (i4) se réduit à la relation 

(i4) n-A = BHT'. 

L'équation (i5), dans laquelle il faut faire D infinie, se réduit à 

(r5) H'5' = i. 

182. Applications. — Développée de la courbe spliérique 

ds 

-— =r cE'"^''*""'', c, m, éfo étant des constantes, et E la base des 
de 
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logarithmes népériens, — L'équation {i4) donne 

n — — me cos^rE'-î'-*-'»^; 

• 1» ds ^ 

or, SI I on remarque que -7- = P z= a tangr, on a 

* a tangT = c'E'"^''^»^ 

qui est Téquation de la courbe proposée dans le système in- 
verse de coordonnées tangentielles. Eliminant les exponen- 
tielles entre ces deux équations, on obtient, en remplaçant H 

dz 
par sa valeur — ^ ;7~» l'équation suivante 

, dz 

mdz = — -• 

smrcos'T 

Si l'on pose ^ = tangr, cette équation s'écrit sous la forme 

dx xdx 



md{ 



-V'+i 



V'i-h^^ 



dont l'intégrale est, mt^ étant la constante d'intégration, 

m(6 - e«)=^ - log(^^ -h y/i+ ^J H- V/ 



I -ha:*. 



On a donc, en remplaçant x par sa valeur et en passant aux 
exponentielles, 

tangîrzrE ^^^ 

Si, dans cette équation, on remplace ax par sa valeur (To — 0:, 
on obtient 



-^e^') 






dont la différentielle par rapport à a sera l'équation naturelle 
de la développée de la courbe. 

183. Problème III. — Trouver les développées successives par 
rajrons vecteurs géodésiques d'une ligne donnée. 
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Nous conservons la même notation que dans le n° 181, avec 
cette différence, que nous représentons par les mêmes lettres 
les éléments des développées successives, analogues à ceux 
de la courbe donnée, ces lettres étant marquées de l'indice i, 
2,. .., suivant qu'il s'agit d'une développée première, d'une 
développée de développée ou développée seconde, et ainsi de 
suite. D'après cela, on aura cette série d'équations : 

(i) 5, -4-/ = i, 52 -h /, = &,,.. ., *„ -f- #„_,== 6rt_,, 
dans lesquelles 6, 6i,. . . , 6„ sont des constantes; 

) fl^e, r=H',(/,,e,)û?<?2,' 



(2) 



(3) 



(4) 



rfp„_, = H'„_j ( /„_„ en ) de„ ; 

dh = H(f, ei)dei, 

rfA, :=H, (/„ e,)de„ 
.., 

rfA,_.,= H«_, ( /„-,, en) dcn'y 
/P. .-^Ah-BH'P', 

)p,=:^a. + b,h;p;, 



Relations résultantes. — Des équations (2) on déduit 

(5) rf6=rr:H'ff,H',...H'„_i^é?„. 

Si l'on différentie par rapport à e, la première des équa- 
tions (4)> et qu'on substitue dans la deuxième de la même 
série, on obtient 

P, = A, + B.H'.^(a^BH'^ 

Si l'on différentie cette dernière par rapport à e,, et qu'on 
substitué dans la troisième de la série (4)^ on aura 

P, = A, + B, h; I- [a, ^ B. H'. ^ (a -f- BH' ^)], 
et ainsi de suite. « 
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On peut, à raison de l'équation (5), écrire celle dernière 
sous la forme suivante : 

(6)P. = A,-hB,H'H'.H'.^^[a..-B.H'H'.^(a + BH'^)]. 

On a donc généralement le rayon de courbure tangentielle de 
la développée /i'*^ en fonction du rayon de courbure langen— 
lielle de la courbe ds et des dérivées par rapport à e de ces 
rayons. 

Les équations (4) ont été obtenues par la dérivation par rap- 
port k e^ e,, ^3,. . . des équations 

Cas où les H,, H„ . . . , H„ /le dépendent que de /,, /j, . . . , /„. 
— Les valeurs de A,, A,, . . ., A„ sont nulles, et celles de B,, 
B3,. . . , Bn sont données par les relations 

(ÇK\ L-^±(^\ l^--±(^\ ±____l/"«\ 
^. ^ B- dt\R'l' B.- dU\S,y B„- dt\Yi!j 

L'équation (6) se simplifie et devient 

(6') P3 = B,H'H'. H-, ^ [b. H'H'. ^ (bH' ^)], 

qu'il est facile de généraliser. 

Supposons qu'on veuille exprimer le second membre de 
cette dernière équation en fonction de /, on exprimera tx en 
fonction de t et de ses dérivées par rapport à e, en portant les 
valeurs de P et de P.lirées des équations (7 ) dans la première 
des équations (4)» dans laquelle A est nul; on obtient ainsi 

d_(n 

(n) H. _ de[u', 



rf/\H7 



qui donne ti en fonction de t et de ses deux dérivées par rapport 
à e; on obtiendra de la même manière tj ^ fonction de ^ et 
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de ses dérivées par rapport à e, en opérant sur les deux équa- 
tions suivantes, on aura donc tt en fonction de t et de ses dé- 
rivées premières en secondes par rapport à e, et ainsi de suite. 

184>. Première application : Des développées successives (sur- 
Jace sphérique). — Si l'on applique les formules précédentes 
à la sphère, on obtient 

ar-:- / P.rfe, rmé, azx-h I Parfe, = 6,,. . ., 



(2) 



(3) 



(7) 



(4) 



de^^ coszdetj rfei = cosTirfé»,, . . ., 
de„^t = cos T,^-| dcn ; 

dh=^as\nzdei, dA, = ûsinTiû?ea,. . ., 
dA,^., m « sin Tn-i den ; 

Pz=«tangT, Pi = ûtangTi,. . ., 
P„_, =atangT„-., ; 

— P, = COS't-j-î — Pj=:COS''T, -7— 5- ••> 
— P„==:COS*T„_, 



(5) rfe = COSTCOSTi COSTa. . . COST,_i rf<?«; 

H'B z= — cos^T, H'i B, == — cos^T,, 

H'„_iB;,-, = — cos'th-, ; 



(S) 



d r d i rfP\1 

(6) Ps=:COSTCOST, COS-^Ta -7- I COSTCOS=*Ti-r- I COS*T-T-| • 

Les formules (4) peuvent aussi s'écrire sous la forme 

— P, — rtcOSt-T-» — P, =:flCOSTi -7— )• ''J 

de ae, 

(4') 



\ ~ P„ = acosT„_, -T — 



Si Ton veut exprimer P,, Pa,. • • en fonction de t et de ses dé 

i8 
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rivées, on remarquera que la comparaison de la deuxième des 
formules (7 ) avec la première des formules (4') donne 

— tangTi = cos T -T- ; 

on en déduit la dérivée deti par rapport à ^,; au moyen de ces 
valeurs, on obtient successivemenr 

D ^^ 

— P, = acosr-r-f 

de 

d I dr 
coST -7- cosT-r 
^ de \ de 
Pj = fl— ï 



( 






et ainsi de suite. 



185. Deuxième application : De la courbe sphériqne dont le 
rayon de courbure tangentielle est proportionnel à celui de 
sa développée par rayons vecteurs géodésiques. 

L'équation de condition est P, = mP, m étant une con- 
stante. Si Ton remplace, dans cette équation, P par sa valeur 
tirée de la première des équations (7 ) n" 184, et P, par sa va- 
leur tirée de la première des équations (4'), Ton a Tune des 
deux équations différentielles suivantes : 

(i) — de:=m-^ —, — dzy 

^ ' sinr 

( 2 ) —dex= m-' -: — d t. 

^ ' sinr 

L'intégrale de la seconde, en représentant par K une con- 
stante, est 

(3) sin T — KE"''". , 

£ étant la base de logarithmes népériens. L'équation ( 3 ) est 

réquation de la courbe dans le système de coordonnées t, e,. 

L'équation naturelle de la développée s'obtient en différen- 

d^ 
tiant l'équation (3) par rapport à e,, et en remplaçant a -7-^ par 
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-T-î-; on obiieni ainsi 
dey 

dsy 


— «mKE-'"'« 


dei ~ 


^î K^E---' 



dont rintégrale esl, en représenlani par s^^^ la constante d'in- 
tégration, 

(5). — (5. - s^^) - v^i- KŒ-^-, 

ce qui donne la rectification de la développée. 

D'une autre part, on a, par suite de la première des équa- 
tions (3), 

(6) ds = aKE-'^''^de,, 

et, en représentant par s^ une constante, 

( 7 ) s —3» = E-""» . 

m 

Des équations (5) et (7) on déduit la relation 

-^ {s, - sfY + m»(s - *.)'= tf. 

Ainsi les arcs correspondants de la courbe et de sa déve- 
loppée sont les coordonnées d'une section conique rapportée 
à son centre et à ses axes. 

Il est facile de vérifier que, lorsqu'on exprime les rayons 
de courbure tangerttielle P et Pt en fonction de la même va- 
riable e,, et qu'on en prend le rapport, on trouve le nombre 
constant m. 

L'équation (i) aurait conduit aux mêmes résultats, mais 
d'une manière un peu moins simple. 

L'équation naturelle de la courbe s est donnée par la pre- 
mière des équations (4) mise sous la forme 

de dV 

P(a'-l-P»)= 






laquelle s'intègre immédiatement. 

18. 
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55 III. — Des développées obliques par ravons vecteurs 

GÉODÉSIQUES. 

186. Problème IV. — Trouver la développée oblique par 
rayions vecteurs géodésiques d'une courbe donnée. 

On appelle ainsi Tenveloppe d'un rayon vecteur géodé- 
sique ^ coupant sous un angle constant une courbe située sur 
la surface. 

Les données sont les mêmes que dans le n** 179 avec la con- 
dition (3 = const. ; il n'y a donc qu'à poser D infini dans les 
formules de ce numéro. 

Rayon vecteur géodésique de l'enveloppa. — Il est donné 
par les équations 

(1) de^W{t,t)dE, Iîl^ = Psin(3. 

Rayon de courbure tangent telle de la développante de l'en- 
veloppe. — On a la relation ' ^ 

(2) Rrn-Psinji. 

On déduit les proportions suivantes : 

1° L'enveloppe des rayons vecteurs géodésiques est telle 
que, si l'on fait passer par le point considéré de la courbe ds, 
un arc de développante de l'enveloppe, le rayon de courbure 
tangentielle de cette développante est la projection du rayon 
de courbure tangentielle de la courbe proposée ds. 

-2** Pour un même point m pris sur la courbe ds, le lieu des 
centres de courbure tangentielle des développantes passant 
par ce point, des diverses enveloppes que Ton obtient en don- 
nant toutes les valeurs possibles à l'inclinaison p des rayons 
vecteurs géodésiques sur la courbe, est une circonférence de 
cercle. 

Rectification. — Si l'on intègre l'équation (3), n° 179, on 
obtient, o-o étant une constante, 

( 3 ) (7 — Gr« n:= 5 COS j3 — /. 
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Celte équation fait connaître Tare a de I*enveloppe en fonction 
de la variable e. 

Rayon de cou'rbure iangentielle de la développée oblique, — 
On a les trois équations 

^' ' de de 

n = H'Rcot|3- ^. 

Si 1 on eiimme -7- ^ —r— entre ces équations, on obtient 

as (le 

n — \ p 

^^^ BH^ — g^Qs(3-hP sin^. 

On trouverait la même équation en faisant D infini dans la 
relation (i4) du n** 180. L'équation (5) donne une construction 
simple du rayon de courbure iangentielle de la développée 
oblique. 

*„„c„,.. = 0.,.„. „M,„. ...» ,.,„ .„.. % = ,„ 

(n** 153). — On a, d'après la deuxième des équations (i), 

atangT^=: msin|3; 

on en conclut que le rayon géodésique nr est constant. L'éqmv 
lion (3 ) donne 

-r- zir mcOSp COST. 

de ^ 

Cette équation montre que le rayon de courbure taftgeatielle 
de la développée oblique est constant; donc cette développée 
est un cercle. Ces résultats se conliripeni directement par la 
Géométrie. 

187. pROBLtiME V. {Généralisation,) — Étant donnée une 
courbe -y- 1== Il sur une surface^ on trace des rayons vecteurs 
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géodésiques i formant avec cette courbe des an^es b dont la 
loi est donnée -^ =.iQ>; ces rayons vecteurs t satisfont à la loi 

Fig. 17. 




/ =: ij; ( e ) : déterminer les éléments de la courbe décrite par 
les extrémités des rayons vecteurs t. 

Nous conservons la notation admise jusqu a présent. Le lieu 

ds ^ 
décrit sera la courbe -r- r= P. 

de 

Soit rfA^'> Tare d'une ligne orthogonale compris entre deux 
rayons vecteurs quelconques infiniment voisins, dh» l'arc qui 
se rapporte à un point de la courbe dtj et dh celui qui se rap- 
porte à un point de ds. Soit dp^^^ l'arc géodésique compris 
entre deux arcs orthogonaux infiniment voisins; dp^j dp les 
arcs géodésiques qui se rapportent aux courbes da et ds. 

• Tangente. — On a les équations 
(1) dh=^ô{l.e)de, dli,^^(o,z)dz, 

\ sm6 = -7— ? cosa = -/--j 

1 da ay 

( ^^^^"^'dJ' ^^^^^Ts' d^ = ^P-dp*'f 
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Torigine des lignes géodésiques p est une ligne orthogonale 
déterminée. 

Différentielle de l'arc ds. — On déduit des équations pré- 
cédentes 

p=:t-h iïLcosbde, ds^= (Q)^^-£1\ dt\ 

(3) ^^.^^.V^^' + ncos^y. 

Angles de contingence. — Si Ton applique le théorème de 
Gauss au quadrilatère dont les côtés opposés sont d<T^ d/i, en 
remarquant que don se rapporte à Tare dh et é/u^à Tare dh^, oo 
obtient Téqualion 

(4) rfco = 5'(^ ^)de; 

de plus le triangle dont les côtés sont dh, ds, dp, donne 

(5) d(ù = de'- d^. 

Rayon de courbure tangentielle, — La ligne orthogonale dh » 
a pour rayon de courbure tangentielle R qui a pour expression 



{6} 


„ 5(^£). 


on a aussi 




(:) 


sin(i^ I d^ 
R ~ P ds' 


si Ton différentie 1 


'équation 


• 


cotp ^V 


on obtient 


rfp ^/rf/-i- ncosWfi\, 



et, en substituant dans Téquation (7), on trouve 

. |[«..(^..ncos*)"l-f,.^.(^-i±|^f- 



[5'- (è^ ""-*)! 
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Ces relations donnent tous les éléments de la courbe ds en 
fonction de la variable indépendante £. 

Conséquences. — il est facile de déduire de ces formules 
celles qui se rapportent aux différents problèmes que nous 
avons irailcs: 

I* Celles dans lesquelles les rayons vecteurs géodésiques t 
sont tangents à la courbe </o- : il faut supposer l'angle b nul; 

a* Celles qui se rapportent à l'enveloppe des rayons vecteurs 
géodésiques coupant une courbe rfo- sous un angle quel- 
conque 6: il faut» d«ins ce cas, supposer l'angle ^ nul; 

3« Celles qui se rapportent à des rayons géodésiques recti- 
lignes, et dont nous avons déjà trouvé des exemples dans 
l'étude des lignes tracées sur les surfaces réglées (n*" 101]. 
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CHAPITRE IV. 

DES LIGNES CONJUGUÉES SUIVANT LEURS TANGENTES GÉO- 
DÉSIQUES CONCOURANTES EN UN POINT D'UNE COURBE 
DIRECTRICE. 



§ I. — Formules générales. 

188. Problème I. — Un nombre m de rayions vecteurs géo- 
désiques sont menés d'un point A situé sur une courbe donnée 

-T- = P, et forment, en ce point avec la tangente à cette 

courbe, des angles (3i, (as,. . ., Çtm liés entre eux par la relation 

(i) F((3., p„(33,..., P«) = «, 

a étant une constante, m — i de ces rayons enveloppent m — i 
courbes données, enveloppe du dernier rayon vecteur géode' 
sique lorsque le point A décrit la courbe directrice. 

Notation. -— Soient do-,, rfo-j,. . ., dam-i les arcs des courbes 
enveloppées, ^, /»,..., ^« les rayons vecteurs géodésiques 
comptés à partir des points de contact jusqu'au point A;/?,, 
Pi,' ' '9 Pm les rayons vecteurs géodésiques comptés à partir du 
point A jusqu'à des développantes déterminées des courbes 
ddx, ddi,. . ., rf(7«; dtiide^,. . ., de^ les angles de contingence 
tangentielle de ces dernières courbes : on conserve pour tout 
le reste la notation déjà employée. 

Équations différentielles. — On a les équations suivantes : 

dh=:U{t,€)de, duz=W(t,e)de, ^^=5^-5' 

(2) < 

i rfw D . -, dcù . P . - , ». 1 

!rfp = R''"^' ■3ë=R''"P' dp = dt + d^, 

les lettres dénuées d'accent se rapportant à une courbe quel- 
conque. 



1 
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Points de contact. — Si l'on différeniie Téqualion (i) par 
rapport aux angles |3, et qu'on élimine les d^ au moyen des 
équations renfermées dans la troisième du groupe précédent, 
on obtient 

celte équation fait connaître, en fonction de u», le rayon de 
courbure tangentielle de la développante passant parle point A 
de l'enveloppe cherchée rfo-«. De ce rayon de courbure tan- 
gentielle, on déduit le m'*^ rayon géodésique t^. En effet, si 
Ton porte la valeur trouvée pour R„ dans l'équation 

on obtient la valeur de /« en fonction de gj» et de £«,; et, en 
portant cette valeur dans la relation 

on obtient Cm et t^ en fonction de &)„. 

189. Rayon de courbure tangentielle, — Différentions la 
troisième des équations ( 2), et posons 

d(>i ' de ' d^ 

on trouve 

^/cosP_r;\ F d;_ 

en multipliant les m équations contenu'es dans ce type respec- 

^/F rfF rfF . . , 

livement par -r^t -— r-, . • . , -j^-» et, en ajoutant, on trouve 

rf|3. cfp, rf(3« 

yrfFf I / cos(3 R^\ F IVl 
ory si Ton différentie l'équation (3), ou son égale. 



Ton a 
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on peut écrire symboliquement le second membre sous la 
forme ( ^ "ïT 7a ) F> pourvu que, lorsqu'on aura effectué les 
opérations, on regarde les exposants comme des indices de 
(différeniiation. D'après cela, l'élimination de > 'TafTi entre 
les deux dernières équations donne 

f5, V rfF /R' co^^\_P'\dF (S^ , dy 

Cette équation fait connaître -1— -' c'est-à-dire la dérivée du 

awm 

rayon de courbure d'une développante de l'enveloppe rfo-m, 
cette développante passant par le point A. 

Rayon de courbure de l'enveloppe, — Différentions, par rap- 
port à û)„, l'équation (4) nûse sous la forme R„ = F«( /«, e«), 

.^ d^m _ d¥„ dt„ dF„ 

d(ùm "" H' rfem dMm dt,n ' 



or, on a les deux équations 

c!t„, = col (3« dhm — d o-m, rf w« -— H'^ (/«,€«.) rfsm ; 

si l'on divise la première par la seconde, en se rappelant que n« 
est le rayon de courbure tangentielle de l'enveloppe, on ob- 
tient 

, . dt^ _ cot(3„ __ n ™ 

^ d^>n~ H' H' ' 

et, conséquemment, en éliminant ;i--^ entre les équations (6) 
et (7), on trouve 

{r{ rfR««_ d^m / cotp;» n..WF^ 

Cette dernière équation donne le rayon de courbure tangen- 
tielle Ilm de l'enveloppe d^m en fonction de -7—^"; or, comme 
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nous l'avons déjà remarqué» cette dérivée est connue par 
suite de Féquation (5). 

§ II. — Des roulettes. 

190. Des roulettes sphériques, — Les formules qui pré- 
cèdent se prêtent sans difficulté à de nombreuses et à d'im- 
portâmes applications. Nous allons en premier lieu déduire 
de ces formules la théorie des roulettes sphériques. Les pro- 
priétés des roulettes planes s'en déduiraient avec non moins 
de facilité. D'ailleurs, elles résultent par des changements 
évidents des propriétés des roulettes sphériques. 

Problème IL — Soient (fig* 1 8) deux surfaces sphériques égales 
et concentriques, l'une immobile, l'autre mobile autour de son 
centre, par cette condition qu'une courbe C située sur sa sur- 
face, et invariablement liée avec elle, roule sans glissement 
sur un courbe C située sur la surface sphérique immobile ; 
il s'agit de trouver sur cette surface l'enveloppe v d'une 
courbe v' située sur la surface mobile. 

Notation. — Soient A, ^' les ravons de courbure langeu- 
tielles des courbes v, v' en leur point de contact E, on rap- 
porte la développée de la courbe v à ses coordonnées tangen- 
tielles t, p par rapport à la courbe C comme direclriccy et la 
développée de v' à ses coordonnées langeniielles /', Ç/ par 
rapport à la courbe C comme directrice, lorsque les deux 
courbes C ei G sont tangentes en un point A ; da, de, da', de' 
sont l'arc élémentaire et l'angle de contingence tangentielle 
de ces deux développées. Pour tout le resie» les notations ad- 
mises sont conservées. ' 

m 

Equations différentielles. — Les courbes C et C étant tan- 
gentes en A, dans une quelconque de leur position» on a les 
relations suivantes : 

(0— ^^^ = s,np', — ^^^ = cosP', p; = -gii-^-, 

auxquelles il faut joindre les conditions 
(3) ds = ds', i3-h(3'=i8o». 
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Tangente à l'enveloppe. — Si l'on ajoute membre à membre 
les deuxièmes équations des groupes (i) et (2) et qu'on ait 
égard aux équations (3), on trouve 

Soient maintenant t, v' les arcs de grand cercle menés du 
point de contact E des courbes v et v' jusqu'à leurs centres res- 
pectifs de courbure géodésique (*), Ton aura successivement 

rf<T= — COS»t.rf^=:— -, — , rf(T'=: — COS'i^'rfa' = ; -— , 

portant ces valeurs dans l'équation précédente et intégrant, 
on trouve 



(4) 



T-f- 



T' = arc (tang=: — J + arc I tang= — j = 



t* -f- 1' . 



Or T et t' étant sur un même grand cercle, il en est de même 
de t- et de t.'. Donc, le point de contact A des deux courbes C 



Fiç. 18. 



A. 




et C et le point de contact E des courbes v et v' se trouvent 
sur le même arc de grand cercle que les centres de courbure 
géodésique des courbes v et v'. Cette conséquence, qui s'éta- 
blit aussi par la Géométrie, donne le point de contact E de la 

(* ) Nous appelons centre de courbure géodésique d'une courbe le point d'inter- 
section de deux lignes géodésiques, infiniment vois nés, normales à cette courbe. 
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courbe v' et de soo enveloppe v, ei par conséquent, la nor- 
male à cette courbe. On déduit les propositions suivantes : 

Théorème I. — Le point de contact E de la courbe v' et de 
son enveloppe v est le point où un grand cercle mené du point 
de contact A des deux courbes C et C , perpendiculairement à 
la courbe v', rencontre cette ligne. 

Corollaire /. — Le nnouvemenl élémentaire de la sphère 
mobile a lieu à chaque instant autour du rayon de la sphère 
passant par le point A de contact de la courbe roulante C sur 
la directrice C. En effet, la courbe v' quelconque coupant or- 
thogonalement au point E Tare de grand cercle AE, ce point 
de contact décrit pendant un temps infiniment petit, un arc 
élémentaire de petit cercle dont le point A de contact de la 
courbe roulante C avec la courbe C est le pôle. Cet axe est 
dit axe instantané de rotation. 

Corollaire IL — Si Ton suppose une seconde courbe v\ si- 
tuée sur la sphère mobile, elle enveloppera une courbe v,, de 
sorte que le même mouvement de la sphère mobile serait 
aussi produit si elle était conduite par deux lignes v', v\ in- 
variablement liées avec elle, et restant constamment tangentes 
à leurs enveloppées préalablement tracées sur la surface im- 
mobile. Ces deux mouvements sont équivalents, bien que 
correspondants à des conditions distinctes. 

Il sera toujours possible quand le second mouvement sera 
défini par les courbes v', v\ restant constamment tangentes à 
deux autres courbes données v, Vi de trouver le mouvement 
de roulement équivalent. Il suffira, dans les positions succes- 
sives des courbes v',v\ par rapport aux courbes v,v,, démener 
aux points de contact E, E, des arcs de grand cercle perpen- 
diculaires aux tangentes communes en ces points; on mar- 
quera sur les deux sphères les points d'intersection A, B, 
A,, B,, . . . , et, la série des points A, Ai, Aj, . . . , A„ donnera la 
courbe roulante, tandis que la série des points B, B,, B2,..., B„ 
donnera la courbe directrice, et il est facile de voir que ce 
mouvement sera un mouvement de roulement produit par 
la courbe 4A, As- . . A„ roulant sur la courbe BB, B,. . . B„. 

En effet, lorsque A et B coïncident, ils ne peuvent se séparer 
que par suite du mouvement élémentaire de rotation autour 
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des points infiniment voisins Ai et B, qui sont venus en coïn- 
cidence. Donc le mouvement est de roulement. 

Théorème II. — Quel que soit le mouvement d'une sphère 
mobile, ce mouvement peut être produit par le roulement 
d'une courbe située sur la sphère mobile^ invariablement liée 
avec elle, sur une ligne fixe située sur la sphère immobile, 

£n effet, le mouvement le plus général de la sphère mobile 
autour du centre est celui qui est produit par deux courbes v', 
v\ situées sur cette sphère, et restant Tune et Tautre constam- 
ment tangentes à deux courbes v et vi situées sur la sphère 
immobile, puisque, par suite d'un mouvement quelconque de 
la sphère, deux de ces points déterminés décrivent deux tra- 
jectoires V, V, qui sont les enveloppes de ces points, auxquels 
les courbes v' et v\ sont maintenant réduites. Or, d'après ce 
que nous venons d'établir, le premier mouvement peut être 
produit par un roulement d'une courbe liée avec la sphère 
sur une courbe tracée sur la sphère immobile. Donc, etc. 

191. Rayon de courbure tangentielle de V enveloppe. — 
Revenons à la question de la roulette sphérique. Si nous 
ajoutons membre à membre les dernières équations des 
groupes (i) et* (2), nous obtenons 




-4- cotr'). 

Cette équation prise simultanément avec l'équation (4), fait 
connaître le rayon de courbure tangentielle ^' de l'enveloppe v', 
lequel résulte de l'élimination de t' entre ces deux équations. 
On déduit de ces équations lesLpropositions suivantes, qui 
donnent la construction de ce rayon de courbure. 

Théorème I. — Si, du centre de la sphère comme centre de 
perspective, on fait la projection conique de la figure sphé- 
rique sur le plan tangent au point de contact A des deux 
courbes C et C ; le conjugué harmonique D du point A par 
rapport à la projection du centre de courbure géodésique de 
la courbe C, et au symétrique relativement au même point A de 
la projection du centre de courbure géodésique de la courbe C, 
et le conjugué harmonique d du point k par rapport aux • 
points analogues aux précédents des deux courbes v et v', sont 
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situés sur une circonférence de cercle tangent aux deux 
courbes C et C en leur point de contact. 

Ce cercle tangent au point A est indépendant de la position 
de la courbe V, et de la nature de cette courbe. On déduit : 

Théorème II. — Si Von considère les différentes enveloppes 
correspondantes à différentes courbes v', v\ , v',, . . . situées sur 
une sphère -mobile, et que du centre de cette sphère comme 
point de perspective, on prenne la projection conique de la 
figure sphérique sur le plan tangent au point de contact A des 
deux courbes C et C, les conjugués harmoniques du point A 
par rapport aux projections des centres de courbure géodési- 
que des courbes enveloppées v, v,, Va,. . . , <?/ aux symétriques 
relativement au point A des projections des centres de cour- 
bure géodénque des courbes enveloppées v', v', , v\,,., sont 
distribués sur un cercle de diamètre constant y et tangent en ce 
point aux deux courbes C et C. 

192. Discussion. — Traçons dans le plan tangent au point 
de contact A des deux courbes C et C, tangentîellement à ces 
courbes du même côté que la courbe C, deux cercles : le pre- 
mier ayant pour diamètre AD, et le second ayjnt pour dia- 
mètre - AD ; traçons aussi les deux cercles symétriques par rap- 
port à la tangente au point A, la projection conique du centre 
de courbure géodésique d*une courbe v' située sur la sphère 
mobile, peut affecter les positions suivantes : 

I" S'il est intérieur au cercle symétrique du cercle ( — |) 

et s'éloigne du point A, la projection du centre de courbure 
géodésique de Tenveloppe v est située dans la même région 
par rapport à la tangente commune aux courbes C, C au 
point A, et sa distance du point A varie de zéro à TinOni. Lors- 
que la projection du centre de courbure géodésique de v' est 
à une distance plus petite ou plus grande que la demi-corde 

du cercle ( — U issue de ce point, la projection du centre 

de courbure géodésique de l'enveloppe v est intérieure ou 

extérieure au cercle ( — i , 
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2" Si la projection du centre de courbure géodésique de la 
courbe v' est située sur la circonférence de cercle symétrique 

/AD\ 
du cercle ( — ) ? la prgjection du centre de courbure géodé- 
sique de Tenveloppe v est située à Tinfin^, ce qui revient à 
dire que le centre de courbure géodésique de cette enveloppe 
est sur le grand cercle dont le point A est le pôle. 

3® Si la projection du centre de courbure géodésique de la 
courbe v' est située entre les deux cercles symétriques du cer- 
cle f — - ) et du cercle (AD), la projection du centre de cour- 
bure géodésique de Tenveloppe v est située dans la seconde 
région du plan tangent par rapporta la tangente commune aux 
courbes C, C, partant de l'infini et se rapprochant du cer- 
cle (AD). 

4® Si la projection du centre de courbure géodésique de la 
courbe v' est sur le cercle symétrique du cercle (AD), la pro- 
jection du centre de courbure géodésique de l'enveloppe v est 
située sur le cercle (AD). 

5^ Si la projection du centre de courbure géodésique de la 
courbe v' est extérieure au cercle symétrique du cercle (AD), 
la projection du centre de courbure géodésique de l'enve- 
loppe V est intérieure au cercle (AD). 

6" Si la première projection est à l'infini, la seconde est si- 
tuée sur le cercle ( — j • 

7"* Si la première projection, partant de l'infini négatif, 
s'approche du point A, la seconde projection, partant de la 

AD 

circonférence ^? s'approche du point A. v 

8" Si la première projection est située en un point de la tan- 
gente commune aux courbes C, C au point A, la seconde pro- 
jection est symétrique de la première par rapport au point A. 

Remarque. — Si du centre de la sphère on prend la perspec- 
tive sphérique d'un cercle situé dans un plan tangent et pas- 
sant par le point de contact A, on trouve l'ellipse sphérique, 
telle que deux arcs de grand cercle menés par un de ses 
points aux deux extrémités de Taxe se coupent orthogona- 

'9 
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lement, Taxe majeur étant perpendiculaire à la tangente 
au cercle au point de contact A. Donc les quatre ellipses 

qui sont la perspective sphérique des cercles (AD), 1 — )» 

et de leurs symétriques, jouissent de la propriété énoncée. 
Elles peuvent dont servir à discuter les positions vraies des cen- 
tres de courbure géodéstques des enveloppes v et v'; il en ré- 
sulte aussi l'élégant théorème dû à M. Paul Serrei. 

193. Problème III. — Les mêmes conditions étant posées que 
dans le problème II ^ le mouvement de la sphère mobile est 
réglé par cette condition que deux courbes v', v, situées sur 
sa surface invariablement, restent constamment tangentes à 
deux courbes v, Vi situées sur la surface immobile; courbe en- 
veloppe d 'une courbe v\ située sur la surface mobile. 

Normale; rayon de courbure. — Si des points de contact E, 
E, des deux courbes v', v\ avec leurs enveloppes v, v,, on 
mène des arcs de grand cercle perpendiculaires aux tangentes 
communes en ces points, leur intersection détermine le point A; 
or, les projections des centres de courbure géodésique des 
courbes v', v sont situées sur la projection de Tare de grand 
cercle EA; de même les projections des centres de courbure 
géodésique des courbes v',, Vi sont situées sur la projection 
de Tare de grand cercle E'A. Or, si Ton prend les conjugués 
harmoniques dy dx du point A, le premier par rapport à la pro- 
jection du centre de courbure géodésique de v et au symé- 
trique de la projection du centre de courbure géodésique 
de v', le second par rapport aux points analogues relatifs aux 
courbes Vi, v',, les trois points rf, rf,, A déterminent un cercle 
situé dans le plan tangent au point A. Si, maintenant, on ap^- 
pelle di Tintersection de ce cercle avec la projection du grand 
cercle mené du point A, perpendiculairement à la courbe Vi, 
et qu'on prenne le symétrique par rapport au point A de la 
projection du cenirede courbure géodésique de la courbe v,, 
le quatrième harmonique de ce point et des points A et d^ 
sera la projection du centre de courbure géodésique de la 
courbe Vj, enveloppe de la courbe v\. 

Cette construction donne donc la tangente et le rayon de 
courbure géodésique de l'enveloppe vj. 



^ 



CHAPITRE IV. — DES LIGNES CONJUGUÉES, ETC. 29 1 

Remarque. -— On résoudra sans difficulté Tune des questions 
dans lesquelles les courbes de la surface mobile, ou de la sur- 
face fixe seraient remplacées par des points ou par des cercles, 
ou des arcs de grand cercle. Il est, en effet, évident que les 
équations (4) et (5) feront connaître Tun des quatre éléments 
qui entre dans chacune d'elles, lorsque trois de ces éléments 
seront connus. Il en sera de même des questions inverses. 

Théorèmes résultants. — Des questions qui viennent d'être 
résolues, on déduit sans difficulté les propositions suivantes : 

c*' Deux développantes d'une même courbe situées sur la 
sphère mobile envelopperont deux développantes d'une même 
ligne situées sur la sphère fixe; 

2° Deux cercles ayant même pôle envelopperont deux dé- 
veloppantes d'une même courbe; 

3® Un cercle et son pôle envelopperont deux développantes 
d'une» même ligne. 

194. De Vépicycloïde sphérique. — C'est la courbe engen- 
drée par un point d'un cercle assujetti à rester sur une sphère, 
et roulant sur un cercle situé sur la même sphère. Soient ad', 
20 les angles sous lesquels on voit du centre de la sphère les 
diamètres du cercle roulant et du cercle fixe. L'équation du 
cercle roulant rapporté aux coordonnées tangentielles t', P', est 

tang — = sin(3'tangô', 

de laquelle on déduit * 

2sinp'tangd' 



(1) tangT'- ,_sin^^'tangM' 

Équation de la développée géodésique de VépicycloXde. — 
Si l'on porte cette valeur dans l'équation (5), dans laquelle les 
valeurs de P et de P' sont 

P = a tangd, P' = a tango', 

on trouve pour équation de la développée de l'épicycloïde 
rapportée aux coordonnées tangentielles t et (3 

(2 ) 2 sin (3 cotr = sin'P langô' -h 2 cotd + cotô'. 

Rapport des éléments ds\ d^' . ~ Si dans la troisième équation 

'9- 
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du groupe (i) du n^ 190, on porte les valeurs de R' ei de P', 
on obtient 

</y _ I -I- sin'yteng'a^ _ rfp 
ds! ~~ 2a tango' ds' 

c'est le rapport inverse de la vitesse de translation du point de 
contact du cercle roulant sur le cercle fixe à la vitesse angulaire 
du cercle roulant par rapporta la tangente au point de contact. 

Relations angulaires» — Si dans la première des deux équa- 
tions (3), on porte la valeur de dsf=avaLng6'de^y que l'on obtient 

en remplaçant P' par -T-; dans l'expression de P' écrite plus 

haut, on a ' 

de" d^' 



(4) 



7. n-sin»P'tang*d' 



Si l'on remplace dans le dénominateur i par cos'P'-*- sîn'p', 
cette équation s'intègre immédiatement, et Ton trouve en re- 
présentant par e\ la constante de l'intégration, l'intégrale sui- 
vante 

OU bien 

*^^ cosô' ^acosd' 



On trouverait de même, en opérant sur la seconde des équa- 
tions (3), 

de tang3^ _ d^ 

1 tangd' ~~ 1 + sin'P lang'^'* 
sina e^e. _ ( umg^\ ^ 

on déduit, en divisant (5) par (6), 

équation évidente;, et qui résulte de ds=: ds'; on déduit 

I sind e-f- ^0 



tangp_ Asinô 
^**' cosd' ~^"^\2sin3' 



c.osà 
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et, conséquemment, 

arc(lang=cosô'tange^\ 

(7) i 

I ., I sin 5 e -♦- ^o\ 
arc lang=coso'tang--:— T7 5- =27:. 

Rayon de courbure géodésique de l'épicycloïde. — Ce rayon 

de courbure est donné par la relation v = t + t'; on a donc, 
par suite des équations (i) et (a), 

/ / 2sinS'tangô' \ 

, 1 +arc[col=-(^sinP'langô'H- ^^, jj- 

Angle de contingence tangentielle de VépicycloXde, — On a 
d(à = de -\- rfj3, et conséquemmeni 

f ^ ^ ^/a/ tango' rfS' 

(9) - rfo) ^ rf(3- -^ . -^^^ ^ ^ sin-(y tangu a- ' 

d'une autre part en appelant dE l'angle de contingence géodéx 
sique de Tépicycloïde, Ton a rfE=:cos(T-f-T')rfe, rfw^ cosrrfc, 
donc 

COST 

donc, le second membre est connu en fonction de la variable 
indépendante (3', en se reportant aux formules (2), (8) et (9). 

Angle de contingence tangentielle de la développée géodé^ 
sique de Vépicycloïde. — .On a la relation 

rf^sin(3 = sinrrfe, 
on en déduit 

, / , tangô'sinÛ'rfe' 

(10) dt=: — - — - — 

smr 

Or l'on a, d'après (2), 

2sinp' 



sinT = 



v/4sin2p' H- ( bin'(3' tango' -f- 2 cold -Ir col5'i' 
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portant cette valeur ainsi que celle de de! (4) dans l'équa- 
tion (lo), on obtient 

_ ^^^^^^. s/4sin-(3--H(sin-p-tanga-^2Cot6^cot J2 ^g., 
' ^ i-Hsin*(3'lang»â: ^ 

qui fait connaître Tangle de contingence dt en fonction de la 
variable indépendante P'. 

195. Examinons le cas où le cercle roulant est un ^rand 
cercle de la sphère, et le cercle directeur, un petit cercle. Il 
n'est pas' permis de prendre j3' pour variable indépendante, 
• parce que cet angle est constamment nul, comme le prouve 
la formule (i); r' n'étant autre chose que Tare du cercle rou- 
lant compris entre le point décrivant et le point de contacf, on 

a l'équation ar' = s, d'où l'on déduit 

« 

T' = etangi; 

« 

or l'enveloppe des arcs t' est le petit cercle directeur, donc t 
est constamment nul et conséquemment -^ = t.. On a donc pour 
rayon de courbure tangentielle de l'épicycloYde 

R' = atang(étangd}. 

L'angle c/E de contingence tangentielle de cette courbe est 
donné par 

rfE = rfecosx< = £{«cos(etangd), 

on déduit, Eo étant la constante de l'intégration, 

(E -l-Eo)tangd=:sin(etàngô). 

I 
Si l'on appelle dh l'arc élémentaire de l'épicycloïde, on a 

rfg __ _rt(E -4-Eo )tanga 

^fi "~ V^i — (EH-Eo)nang'd* . . 

qui est l'équation naturelle de la courbe. On reconnaît que 
c'^est une hélice sphérique; elle peut s'écrire sous la forme 

d% _ <ï(E + Eo)ta nga 
r/E cosi^ 
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On voit que celle courbe esl reciîOable; car on a, So élant 
une conslanie, 

( S — S« )' H- aH E -t- E« JHang'ô = «^ 

196. Des roulettes planes. — Il esl nécessaire que nous di- 
sions quelques mois des roulelles planes, pour Tinierprélaiion 
géomélrique de quelques résullals oblenus dans les Chapilres 
précédenls. 

Le problème des roulelles planes consisle en ce que le 
mouvemenl d'un plan esl délerminé par celle condiiion, 
qu'une courbe C siluée dans ce plan, el invariablemenl liée 
avec lui, roule sans glissemenl sur une courbe plane C, el pa- 
rallèlemenl à son plan, el l'on se propose de Irouver l'enve- 
loppe V dans le plan fixe d'une courbe v' siluée dans le plan 
mobile. 

On irouve les mêmes équalions (i)ei(2)que dans le n**190, 
avec celle différence, que asinr, asinr' sonl remplacés par 
les lignes /, t\ el que les rayons de courbures tangenlielles R, 
R' sonl égaux aux longueurs / el t' . D'après cela, les équa- 
lions (4) ei{5) du même numéro, sonl remplacées par les 
suivanles :• 

(l) fH-i' — A + A', 

desquelles il esl facile de déduire, comme précédemmenl, 
loules les proposilions iniéressanles de la ihéorie des rou- 
lelles planes. 

« 
Enveloppe v d'une ligne droite, — Conlenions-nous d'.exa- 

miner le cas pariiculîer où il s'agil de Irouver l'enveloppe v 
d'une ligne droiie, siluée sur le plan mobile. 

Comme le cenlre de courbure de la ligne droile esl à l'in- 
fini, il faul poser dans l'équalion (^) t' infini, ce qui donne la 
relalion 

/ox sinô I I 

(3) -r = p^F- 

Or si l'on cherche l'enveloppe d'une droile donl un des 
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ds 
points parcourt la courbe -r- z= P, pendant qu'elle tourne au- 
tour de ce point d'un mouvement angulaire» relativement à la 
tangente en ce point, donné par la relation -7^ =: D, dans la- 
quelle ^ est Tangle de la droite et de la tangente, et D se 
compose par rapport à (â, comme P' se compose par rap- 
port à e, on trouvera, dans le svstème tangenliel t et (31a 
même équation (3) pour représenter l'enveloppe de cette 
droite. Donc l'enveloppe de cette droite n'est pas distincte de 
la développée de l'enveloppe v produite par les diverses 

ds' 
positions de la droite v' lorsque la courbe -r-, =:P' roule sur 

ds 
la courbe -r- = P, en entraînant celte droite v'. 
de 

Corollaire I. — Soit la courbe roulante C un cercle. On 
peut toujours supposer que la droite v' est un diamètre de ce 
cercle perpendiculaire, à l'origine du mouvement, aux deux 
courbes C et G' en leur point de contact, puisque par un point 
quelconque du plan mobile on peut mener une parallèle à la 
droite donnée, et que ces deux droites auront pour enve- 
loppes deux courbes ayant même développée. Dans le cas ac- 
tuel, la roulette engendrée par un point de la circonférence 
du cercle C^ roulant sur la courbe C qui- est quelconque, est 
définie; or il est aisé de voir directement que l'enveloppe de 
la courbé v sera une roulette de même espèce engendrée par 
un point de la circonférence d'un cercle dont le diamètre est 
égal au rayon du cercle C, ce point coïncidant à l'origine du 
mouvement avec le point de contact des deux courbes C et C, 
puisque les pieds des perpendiculaires abaissées des points 
de contact de ces deux cercles dans les diverses positions 
sur la droite v', tracent sur le plan mobile un cercle dont le 
rayon est la moitié du rayon du cercle C. De là résulte que si 
l'on cherche l'enveloppe d'une droite dont un des points par- 
court la courbe ds pendant qu'elle tourne autour de ce point, 
de telle sorte que le rapport des vitesses ûf«, d^ reste con- 
stant et égal à D, cette enveloppe sera la développée d'une rou- 
lette engendrée par un point de la circonférence du cercle 
dont D est le diamètre, lorsque ce cercle roule sur la courbe ds. 
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Corollaire IL — Si la courbe cUreclrice C est aussi un cer- 
cle, celle développée sera une épicycloïde, ainsi que l'enve- 
loppe V de la ligne v'. 

197. Interprétation géométrique de l* équation (lo) du 
n" 180. — Ce qui précède nous donne le moyen d'inlerpréler 
géomélriquemenl Téqualion (lo) du n** 180, el d'avoir à cha- 
que inslani la direclion du rayon vecteur géodésique coupant 

ds 
la courbe -5- := P, considérée dans *ce numéro, sous l'angle 
(te 

ds 
dont la variation est donnée par la relation -jô = D« 

!• On fera rouler sans glissement un plan T sur la surfece 
le long de la courbe 5, le lieu des points de contact sur ce 
plan sera une courbe S telle que la tangente fera avec une droite 
fixe OX située dans ce plan, et supposée tangente à l'origine 
de la courbe, un angle e dont les variations seront données 

par la relation — = P. 

2*» On fera rouler sur la courbe S et dans le plan T, une 
courbe S' dont l'équation naturelle, par rapport à une droite 

ds' 
fixe O'X' située dans son plan T', sera -i-j^ = D, ^' étant l'an- 
gle de la tangente à cette courbe avec l'axe O'X', celte courbe 
étant tangente à son origine à l'axe O'X'. 

3° On supposera que le point de contact du plan mobile T 
tangent à la surface donnée en un point de la courbe ds, et le 
point de contact de la courbe roulante S' sur la directrice S, 
ne cessent jamais» de coïncider pendant le mouvement, et qu'à 
l'origine de ce mouvement les points et 0', ainsi que les 
axes OX, O'X' ont coïncidé. 

4" Par le point A de contact des deux courbes, on mènera 
dans le plan de la courbe roulante, une droite Ax p^<rallèle 
à O'X'. ^ 

Cette parallèle donnera à chaque instant la direction du pre- 
mier élément du rayon Vecteur géodésique t, mené du point A 
de la courbe ds, el coupant celle courbe sur la surface pro- 

ds 
posée sous l'angle |3 donné par la condition — = D du pro- 
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bième en question. En effet l'enveloppe de la droite kx sur 
le plan T n'est autre chose que la développée plane de la courbe 
lieu des positions successives sur le plan T d'une droite 
fixe O'Y' menée dans le plan T' par le point 0' perpendicu- 
lairement à 0'X'(nM96). 

On peut aussi opérer de la manière suivante : 

i® Développer sur un plan T la surface développable tan- 
gente à cette surface le long de la courbe dsy et faire rouler 
sur la courbe des contacts S après le développement une 

courbe plane S' ayant pour équation naturelle -7-57=0, par 

rapport à une droite fixe O'X' située dans son plan, (3' étant 
l'angle de la tangente en un de ses points avec l'axe fixe O'X', 
et cet axe étant tangent à l'origine de la courbe S'. 

tP Après avoir mené dans le plan de la courbe S' l'axe 0' Y' 
perpendiculaire à O'X', construire la développée du lieu des 
positions successives de O'Y' ainsi que les diverses tan- 
gentes ^,, /',,/*,... de cette développée. 

3" Replacer la surface développable dans sa position primi- 
tive autour de la surface donnée. 

La figure ainsi obtenue sur la surface développable après 
cet enveloppement, sera telle que tous les éléments curvili- 
gnes de cette figure et de la figure correspondante tracée sur 
la surface proposée seront tangents chacun à chacun le long 
de la courbe ds de contact des deux surfaces. 

Les tangentes /i, t\y t\ de la développée plane sont deve- 
nues après l'enveloppement des lignes géodésiques de la 
surface développable tangentes à la développée par rayons vec- 
teurs géodésiques de la transformée de l'envçloppe des posi- 
tions de 0' Y', ces rayons vecteurs géodésiques sont donc tan- 
gents aux divers points de la courbe ds située sur la surface 
proposée, aux rayons vecteurs géodésiques tracés sur la même 
surface et coupant la couine d$ d'après la condition du pro- 

^ ds 

blême -r^ = D, et de plus, ils représentent en grandeur les 

rayons de courbure tangentielle tels que R. 

L'enveloppe des rayons vecteurs géodésiques t tracés sur la 
surface donnée, d'après les conditions du problème I, n" 179, 
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est donc une ligne déterminée et complélemeni définie. Elle 
dépend sur une même surface donnée , des deux courbes 

planes — = P et -T-r; = D, définies par les constructions pré- 
cédentes; nous appellerons celte enveloppe la résultante sur 
la surface des deux courbes ( P ) et ( D ). 

Sur une même surface, lorsque la courbe -7- z= P sera telle 

que la fonction P conservera la même forme, si la. fonction D 
conserve aussi la même forme, les diverses enveloppes résul- 
tantes seront de même espèce. Cette remarque nous conduira 
à de nombreuses conséquences. 

§ III. — Des enveloppes géodésiques. 

198. Problème IV. — Les mêmes conditions étant posées 
que dans le /i° 188, la relation F est linéaire par rapport aux 
angles (3», P?. . ., (3^, et donnée par la formule 

( I ) B, (3. -^ Ba p, H- . . . + B«. (3« = C, 

dans laquelle B,, Bj. . «, Bm ^^ C sont des constantes, enveloppe 
du dernier rayon géodésique. 

Points de cohtàct. — Ils sont conjugués entre eux par la 
relation 



(3) 



tI-=1^ 



laquelle fait connaître, par les propriétés des moyennes har- 
moniques, le rayon de courbure tangentielle de la dévelop- 
pante de Fenveloppe cherchée rfcm. 

Rayon de courbure tangentielle, — La formule (5), n* 189,. 
se réduit à la suivante : 

on en déduit l'expression et la construction du rayon de 
courbure de Uenveloppe, en opérant comme au n** 189. 
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Conséquences des formules précédentes. — ^ Uéquation dif- 
l'éreniielle de Téquation (i) peut s'écrire sous la forme 

B 






Supposons que les rapports D relatifs aux (m — i) premiers 
rayons géodésiques soient constants, , celle équation montre 
que le rapport du dernier rayon géodésique sera aussi con- 
stant. On déduit les propositions suivantes : 

i'' Si le sommet A d'un faisceau de m rayons vecteurs géo- 
désiques, se meut sur une courbe directrice 5, et que (m — i) 
de ces rayons enveloppent (m — i) courbes de même espèce, 
c'est-à-dire qui seraient chacune la résultante (n**197) de 
la courbe (P) et d'une courbe D de forme constante; si 
de plus les angles (3,, (Sj,..., |3« que ces rayons vecteurs 
forment avec la tangente;, à la courbe directrice, sont liés 
entre eux par une relation linéaire, le dernier rayon vecteur 
géodésique enveloppera une courbe de même espèce que les 
précédentes. 

2*» Si la surface est un plan, et que le sommet A d'un fais- 
ceau de m droites situées dans ce plan se meuve sur une' 
courbe directrice ^; si m — i de ces droites restent tangentes 
à w — I développées de roulettes engendrées par autant de 
cercles roulant sur cette directrice; que, de plus, la somme 
des arcs décrits du point A comme centre avec des rayons B,, 
B3,. . ., B„ et compris entre la tangente à la directrice en ce 
point et chacune des droites du faisceau, reste constante, la 
m'*'"* droite du faisceau enveloppera une développée de rou- 
lette engendrée par un point d'une circonférence de cercle 
roulant sur la même directrice. 

En effet, par suite des conditions de tangence que remplis- 
sent les m — 1 premiers rayons du faisceau, les rapports D,, 
D2,. . ., D«__, sont constants d'après le n*» 197. Donc, par suite 
de l'équation (3), la valeur de D;„ est aussi constante, et con- 
séquetnment, le dernier rayon du faisceau enveloppe une dé- 
veloppée de roulette engendrée par un cercle roulant sur celte 
directrice. 

3® Les mêmes choses étant données que dans le théorème II, 
si la directrice s est un cercle ou une droite, les développées 
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des roulettes deviennent des épicycloïdes ou des cycloïdes 
tangentes en leur sommet à cette directrice. 

4° Si quelques cerclés générateurs se réduisent dans les 
théorèmes précédents à des points fixes, les développées des 
roulettes correspondantes sont ces points fixes situés sur la 
courbe directrice, et avec ces conditions les mêmes théorèmes 
existent. 

5** Si sur une surface le sommet d'un angle constant formé 
par deux lignes géodésiques se meut sur une courbe direc- 
trice, pendant que Tun des deux côtés enveloppe une courbe 
résultant^ de P quelconque, et de D constante (n*» 197), l'au- 
tre côté enveloppera une.courbe de même espèce. On déduit : 

6" Si dans un plan, pendant que le sommet de l'angle con- 
stant de deux droites se meut sur une courbe directrice s, 
l'un des deux côtés reste tangent à une développée de roulette 
engendrée par un cercle roulant sur la directrice s, l'autre 
côté enveloppera une développée de roulette engendrée par 
un cercle roulant sur la même directrice. 

7'» Le même théorème a lieu si l'angle étant variable, l'an- 
gle (3i que le premier côté forme avec la tangente est supplé- 
mentaire de l'angle ^ï, que le second forme avec la même tan- 
gente au sommet à la directrice. 

8*» Dans ces deux derniers théorèmes, si la directrice s est 
un cercle ou une droite, les développées sont des épicvcloïdes 
ou des cycloïdes tangentes en leur sommet à la directrice s. 

9** Si sur une surface le sommet du faisceau des trois rayons 
vecteurs géodésiques se meut sur une directrices, et que 
deux de ces rayons enveloppent deux courbes de même espèce 
résultantes, la première de la courbe P et de la courbe 1),, et 
la seconde de la courbe P et de la courbe Dj, D, et D, étant 
deux constantes; si le troisième rayon partage l'angle des 
deux premiers dans un rapport constant, il enveloppera une 
courbe de même espèce que les précédentes. * 

10** Si dans un plan le sommet du faisceau de trois droites 
se meut sur une courbe directrice s, et que deux de ces droites 
enveloppent deux développées de roulettes engendrées par 
deux cercles roulant sur cette directrice, si la troisième droite 
partage l'angle des deux premières dans un rapport constant, 
elle enveloppera une développée de roulette engendrée par 
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un cercle roulant sur la même directrice, et si la directrice s 
est un cercle, loutes ces développées sont des épicycloïdes 
tangentes en leur sommet à ce cercle. 

1 1° Si le iiombre des rayons se réduit à deux seulement, le 
théorème I fondamental a encore lieu, lorsque D, est une fonc- 
tion quelconque, et les deux courbes enveloppées sont en- 
core de même espèce. 

£n effet, la première est la résultante de P et de D,, la se- 
conde est la résultante de P et de D^. Or d'après Téqua- 
tioi»(3') Da est proportionnel à D,. Donc, etc. 

Il résulte de là : # 

12" Si dans un plan le sommet d'un angle formé par deux 
lignes droites se meut sur une directrice, et que Tune de ces 
droites enveloppe la développée de la courbe, lieu des posi- 
tions d'une droite située dans le plan d'une courbe quelcon- 
que D roulant sur la directrice, l'autre droite enveloppera la 
développée de la courbe, lieu des positions d'une droite si- 
tuée dans le plan d'une courbe de même espèce que D, rou- 
lant sur la même directrice, pourvu que les angles p, et (îa que 
les deux côtés de l'angle font avec la tangente à la directrice *, 
soient soumis à une relation linéaire de ces angles. 

Les conséquences de ce dernier théorème sont nombreuses. 
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DES SURFACES APPLICABLES. 



199. Problème des surfaces applicables. — Ce problème con- 
siste à trouver toutes les surfaces qui peuvent s'appliquer 
exactement sur une surface donnée sans déchirure ni duplica- 
ture. 

Soit la surface donnée représentée par trois équations entre 
les coordonnées cartésiennes du point et deux variables p et p,, 
de telle sorte que x, j, z soient des fonctions de ces deux va- 
riables. On veut que, pour cette surface et celles qui lui sont 
applicables, les points se correspondent, deux à deux, de telle 
sorte que la distance de deux points sur une surface soit la 
même que Ja dislance de deux points similaires sur Tautre sur- 
face dans toutes les directions possibles autour de ces points; 
cette condition, est bien celle pour que deux surfaces soient 
applicables Tune sur l'autre sans déchirure ni duplicature. Cela 
posé, si Ton conserve aux paramètres H, H,, G le sens que nous 
leur avons donné n° 31, nous avons 

(i) ds^ ~ H»rfp* -f- h; rfpî -f- 2G'rfprfp„ 

pour représenter la dislance de deux points infiniment voisins 
pris sur une surface. H, H,, G sont donc des fonctions de p et 
de p, qui ne doivenlpas changer quand on passe d'une surface 
à l'autre. Or noire théorie donne les trois équations fonda- 
meniales du problème dans le cas le plus général où les coor- 
données curvilignes p et p, sont quelconques. Ces trois équa- 
tions sont : I® l'équation donnée par le n° 37 

II sin'cp 

dans laquelle 1^ second membre est une fonction de p et p,. 
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qui dépend des coeffîcienis H, H,, G, comme le prouve Téqua- 
lion (9") du n° 4i ; les deux autres équations sont les équa- 
tions (11) du n° 42; les trois inconnues sont les composantes 

normales -5 — des courbures des lignes coordonnées, et la 
r ri ° ' 

composante normale j de la courbure inclinée de l'une de ces 

lignes par rapport à l'autre. De ces trois équations, la première 
est finie par rapport aux trois inconnues ; les deux autres équa- 
tions sont aux différences partielles, et linéaires par rapport 
aux mêmes inconnues et à leurs dérivées, les coefficients étant 
des fonctions de p et de pi, et ne dépendant aussi que des pa- 
ramètres différentiels H, H,, G, de sorte que la connaissance 
de ces trois paramètres différentiels entraînera celle du sys- 
tème des trois équations dont nous venons de parler qui cor- 
respondront à la surface donnée : telle est la première partie 
du problème, c'est-à-dire la mise en équation. 

L'intégration de ces trois équations simultanées fera con- 
naître les trois inconnues -9 — > -j en fonction des paramètres 

p etp,. Cela fait, si Ton a égard à ces valeurs, les équations ren- 
fermées dans les types (i), (2), (3.) du Chapitre III du Livre I, 
que Ton classera par groupes de trois équations, détermine- 
ront les neuf cosinus X, X,, X^; Y, Y,, Y,; Z, Z„ Z^ en fonction 
de^s et de pi; enfin Ton déduira de ces valeurs les expressions 
des coordonnées x, j, z en fonction des paramètres p et p,, ce 
qui feca connaître la surface, ou plutôt les surfaces cherchées. 
Telle est la deuxième partie du problème, comprenant l'inté- 
gration des équations aux différences partielles. C'est dans 
cette seconde partie que gît la difficulté de la question, à cause 
des intégrations qu'on ne sait pas effectuer. 

200. Liaison du problème des surfaces applicables et du pro- 
blème des coordonnées curvilignes, — Nos formules fondamen- 
tales du problème des surfaces applicables sont les plus géné- 
rales que Ton puisse donner, puisqu'elles se rapportent à un 
système quelconque de coordonnées curvilignes tracées sur 
la surface doonée, et l'on voit que ces trois équations nous 
ont été fournies par la solution générale du problème des coor- 
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données curvilignes. Celle remarque n'avait pas échappé à 
Edmond Bour, qui s'exprime ainsi ( De la Déformation des sur- 
faces, p. 7) : c( Réciproquement, on peul dire que mes équa- 
tions fondamentales sont renfermées plus ou moins implicite- 
ment dans celles des coordonnées curvilignes, de sorte qu'il 
ne serait pas impossible de tirer synthétiquement de ces der- 
nières tous les éléments de la déformation des surfaces. » On 
voit, par le numéro précédent, que nous avons tiré de la théo- 
rie des coordonnées curvilignes tous les éléments de la théorie 
de la déformation. 

Si Ton voulait retrouver les équations fondamentales don- 
nées par Edmond Bour, il suffirait de particulariser le système 
de coordonnées curvilignes et de prendre, comme il Ta fait 
lui-même, le système des coordonnées géodésiques et leurs 
orthogonales. Alors on trouverait à la place de l'équation (i) 
l'équation (9*^) du n^ 41, et, à la place des équations (11) du 
n" 42, les équations (11") du même numéro. On voit qu'elles 
ne sont guère plus simples que nos équations générales. Il 
serait aussi facile de particulariser les équations relatives à tel 
autre système de coordonnées. 

Il nous serait possible de démontrer que tous les éléments 
de solution des diverses questions, même les plus élevées de 
la théorie des surfaces, sont renfermés aussi dans nos for- 
mules des coordonnées curvilignes; mais il est inutile de 
poursuivre cet ordre d'idées, qui nous assignerait un but trop 
élevé et trop différent de celui que nous nous sommes pro- 
posé. 

201. De Quelques surfaces applicables. — Soient deux sur- 
faces de genres différents, rapportées l'une et l'autre à un sys- 
tème de lignes géodésiques et de lignes orthogonales ; si, pour 
ces deux surfaces, le paramètre différentiel du premier ordre 
des lignes orthogonales ne dépend que d'une variable, ces 
deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre. 

En effet, pour la première surface, l'expression de la dis- 
lance de deux points infiniment voisins pris sur cette surface 
est, n° 141, formule (5), 

(3) ds' = dt'-{-n^'de\ 

10 
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dt étant l'arc élémentaire géodésique et H ne dépendant que 
de t. On aura de même pour la seconde surface en distinguant 
les mêmes éléments par Tindice i, 

ds]=di]-hR]de], 

dli étant Tare élémentaire géodésique et H, ne dépendant que 
de tt. Si Ton identifie ces deux expressions, on a les condi- 
tions dit = dt^ rfg =r rfe,, H = H, ; la première équation donne 
t^ = t -^c, c étant une constante. Or, les deux surfaces étant 
de genre donné, H et Hi contiennent : la première une fonc- 
tion de / qui spécifie l'espèce de surface appartenant au genre 
donné, la seconde une fonction de ^,, ces deux fonctions et 
leurs dérivées pouvant entrer dans les deux paramètres H 
et Hi. Cela posé, si Ton remplace /i par sa valeur t -h c, et 
qu'on suppose que la fonction de /. qui entre dans H, [se 
trouve déterminée, on aura une équation différentielle que 
déterminera la fonction de t; et, par conséquent, l'intégration 
de cette équation déterminera la seconde surface. 

Théorème de Bour. — Une surface hélicoïdale est appli- 
cable sur une surface de révolution. 

En effet, dans la surface de révolution, le paramètre diffé- 
rentiel H, de l'arc orthogonal des lignes méridiennes ne dépend 
que d'une variable; or, dans la surface hélicoïdale, diaprés la 
valeur de ds^ donnée par la formule {1} du n'' 87, le paramètre 
différentiel de l'arc orthogonal des lignes [Xi = const. de ce 
système ne dépend que d'une seule variable /. De plus, il est 
aisé de voir que ces lignes sont géodésiques : i" par la forme 
de ds^, n® 87; 2*» par la forme de l'équation de la ligne géodési- 
que de la surface hélicoïdale donnée au n*» 129. Donc, etc. 

La simplicité de celte démonstration résulte de la forme 
que nous avons donnée au déplacement hélicoïdal ds* au nu- 
méro indiqué. 

202. Problème 1. — Recherche d'une surface de révolution 
applicable sur une surface hélicoïdale d'espèce donnée, — 
Soit ^{t)\ai fonction qui détermine la surface hélicoïdale dans 
son espèce, n° 85. Si l'on rapporte cette surface aux coor- 
données /ji, = const. et ^ = const., comme on l'a fait au n® 87, 
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on trouve, pour Fexpression du déplacement infiniment petit 
d'un point effectué sur la surface, 

(5) rf5»=[i + ^^^.''(0]rf^'^(a' + /^)rf/xî. 

pr, si Ton cherche l'expression du déplacement dsx infiniment 
petit d'un point effectué sur la surface de révolution, rap- 
portée à ses lignes méridiennes et à leurs orthogonales, n*^ 89, 
z =:f{ ti ) étant l'équation de la méridienne, on trouve 

(6) ds\ = [i -t-/'M^i)ld'î -+- i'de\ 
Identifions ces deux expressions, en posant 

dQ = d^,, t\ = P-ha\ 

[i + /'»( ^. )] rf'î - [i + ^ï^. i^'M o] rf/^ 

Si l'on élimine t de la dernière, au moyen de la seconde, 
on obtient 



(7) 






Cette équation différentielle, dans laquelle les variables sont 
séparées, détermine la fonction /(fi); car, si l'on pose cette 
fonction égale à z, on a 



=: Jrf,. y/?M:(lîz-_^^^ , 



(8) z = 



qui est l'équation de la courbe méridienne de la surface de 
révolution. 

203. Applications. — L'hélicoïdale donnée a pour ligne de 
profil la ligne donnée par l'équation 

(9) ^'O^^arc fsin = — —^j -\- m[)jv— b^sWa^ écosa), 

dans laquelle a, 6, cc^ m sont des constantes. 

20. 



3o8 LIYRB m. — DES COORDONNÉES 6Ê0DÉSIQUBS. 

Si l'on prend la dérivée par rapport à l, on trouve 

I//.V m^^— «ftsina 

+ (0 = 



Or, si Ton porte cette valeur dans Téquation (8), on obtient 
r , sj m'' t\ -\- [a" -¥- A*sin»a) — («m-hésina)* 

( I O j Z — I utx ; • 

J v/^î— (a^-hô»sin^a) 

Si, pour abréger, l'on pose 

a'-f-^'sin»a=:/S 

et qu'on introduise la variable <p par la relation ^, = /sintp, on 
obtient 

z= I d(f s/iam-hbsinay— /»— mH^sïn^(p, 

qui s'intègre par les arcs d'ellipse. 

Ainsi la courbe méridienne représentée par la première 
transcendante elliptique donne la surface de révolution appli- 
cable sur l'hélicoïdale qui nous occupe. 

204. Caractère de cette surface hélicoïdale. — La surface 
hélicoïdale qui a pour courbe de profil la valeur de ^ donnée 
par l'équation (9) est l'héliçoïde réglé quelconque. 

Pour démontrer cette proposition, il n'y a qu'à chercher les 
équations de l'héliçoïde réglé quelconque, et à en déduire la 
courbe de profil donnée dans cette surface par l'intersection 
d'un plan passant par Taxe. 

Calculons l'équation de l'hélicoïdale engendrée par une 
courbe dont le, plan parallèle à une droite fixe est doué d'un 
mouvement hélicoïdal autour de cette droite, ce mouvement 
étant donné par la constante a. Soit cette droite prise pour axe 
des z, soit 6 la distance d'un point A du plan de la courbe à 
l'axe des z. Si nous rapportons la courbe génératrice aux 
deux droites menées par le point A, Tune Az, parallèlement 
à l'axe des z, et l'autre Ap, perpendiculairement à cet axe et 
dans le plan de la courbe; z, ^nJ^Jp) étant l'équation de la 
<îOurbe par rapport à ces axes, si l'on représente par a l'angle 
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des deux droites 6 et Ap, par x^ /, z les coordonnées . carié- 
siennes rectang;les d'un point quelconque de la courbe dans 
une de ses positions^ par B Tangle de b avec le plan des zx^ 
les équations de la surface hélicoïdale seront 

x=^b cos -i- p cos ( a -h ), 
y=^ bsinB -h psin (a--h 0), 

z = a0 -4- 4^' (p)- 

Pour avoir Tequation de la surface entre les variables x^ y, z, 
il suffit d'éliminer et p entre ces trois équations. Or si Ton 
ordonne lés seconds membres des deux premières équations 
par rapport aux cosinus et aux sinus de Tangle + a, qu'on élève 
au carré, et qu'on ajoute , on obtient une première équation 
qui donne le carré de la projection t du rayon vecteur sur le 
plan des xf; si ensuite on divise l'une par l'autre, on obtient 
la tangente de rat)gle 9 que cette projection fait avec l'axe 
des x; ces deux équations sont 

t^=zp^-\- 26pcosa + 6S 

/-, bs\t\x \ 

tangQ = tang -h a — arc tang = 7 r» 

^^ ° \ ° p-H ocosa/ 

D'après cela, l'équation de la surface sera 



z 

— h a = arc 

a ■ 



(, y\ / . 6sina , 

tang = - 1 — arc I sm = ■ — 

~4''(^^^~'~ J^"~ ^^sin^a — fccosa), 



qui rentre dans la formule aB -\- ^.(t) de l'équation de la sur- 
face donnée au n<* 85, pourvu que Ton pose 

^j;(^)= ij^ilv^^'-" ft^sin'a— 6cosa) — a arc (sin — 

Il est évident que si la fonction ^x(t) est mt, m étant une 
constante, on retombe sur l'expression (9); on a donc cette 
proposition générale : 

Théorème. — L'héliçoïde réglé quelconque est applicable 
sur la surface de révolution dont la courbe méridienne est 
donnée par la transcendante elliptique de première espèce. 

20. . 
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â05. Cas partigulibes. — i'' Héliçolde gauche à plan direc^ 
leur. ^ 

Dans ce cas, il faul poser m = o et a = o dans Téqua- 
tion (9). D'après cela Téquation (10) devienl 



dont rintégrale est 



. - à} —2 

A 

A étant la constante introduite par l'intégration, et e la base 
des logarithmes népériens. Si Ton fait cette constante égale 
à a, on obtient Téquation de la chaînette. On a donc cette 
proposition connue : 

L'héliçoïde gauche à plan directeur est applicable sur la 
surface de révolution dont la méridienne est la chatnette, 

2® Héliçoïde engendré par une droite située dans un plan 
perpendiculaire à l'axe. 

Dans ce cas, il faut poser nulle la tangente m de Tinclinai- 
son de la droite sur le plan des xy^ ce qui donne, dans la for- 
mule (9), 

t o\ I t*\ { ' Asin«\ 

(9 ) ^KO = «arc(sin=:— ^ — \. 

D'après cela, la formule (10) devienl 

(10") Z=l- r- : 

J ^t] — a^—b'sïn^(x 

Or, si .l'on pose a^— ft^sin'a = B*, on trouve, A étant la con- 
stante de l'intégration, 

2^ = Ae''-*--r- e **, 

qui appartient au genre chaînette, et que l'on construit en ré- 
duisant les ordonnées z de la chaînette dans une raison con- 
stante. On déduit de là cette proposition : 

L'héliçoïde réglé engendré par une droite située dans un 
plan perpendiculaire à Vaxe est applicable sur une surface de 
révolution dont la courbe méridienne est une ligne du genre 
chatnette. 
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206. Surface hélicoïdale réglée dont la droite génératrice 
est inclinée sur l'axe d'après des conditions étonnées. 

i**Si m satisfait à la relation a -h mA sina = o, Téquation (9) 
conserve la même forme, mais Téquation (10) se réduit à la 
forme simple 

mdty 



-!• 



qui est Téquation d'un cône de révolution. 

Ainsi la surface réglée satisfaisant à cette condition! est ap- 
plicable sur un cône de révolution. 

2° Si m satisfait à la condition «m = =!=/— 6 sin a, Téqua- 
tion (9) conserve encore la même forme, et Téquation (lo) 
devient 



Z z=i 



"/; 



dont l'intégrale est, c étant la constante de l'intégration, 

z — c = m)Jt\—l\ 

qui représente un hyperboloïde de révolution. 
Appelons y Tinclinaison de la tangente de l'hélice directrice 

sur le plan des xy^ h le pas de cette hélice, l'on a a ==:=ii — - 

suivant que le mouvement a lieu dans un sens ou dans le sens 
opposé, et a = 6 tangy*. Si l'on appelle (3 l'angle que la droite 
génératrice fait avec le plan des x-j, l'on a m =. tangp. D'après 
cela, la condition a -h mftsina = o devient 

tangy 
, ^lang|3 

laquelle se trouve satisfaite dans le cas de l'héliçoïde réglé 
développable, puisque alors 

sina = ±i et tangy = lang(3. 

La condition relative au second cas devient 

langy 



sina = 2 



Iang2j3 



3l2 LIVRE III. — DES COORDONNÉES GfiODÉSIQUSS. 

207. Prodlème II. — Recherche d'une surface hélicoïdale 
applicable sur une surface de révolution d'espèce donnée. 

Dans la question actuelle, la fonction /(/i) est donnée, et il 
s'agit de déterminer la fonction ^{t) qui représente l'or- 
donnée de la courbe de profil de la surface hélicoïdale. Or, si 
Ton a recours aux équations de conditions obtenues au 
n" 202, on trouve 

I'(0 = \///;(s/ïm:^')-'^' 

dans laquelle fl^ est la dérivée de/(/,) par rapport à /i, et 
c*est dans cette dérivée que Ton a remplacé t^ par sa valeur en 
fonction de t. Si Ton intègre par rapport à /, on obtient 

(II) ^^t)^jdtsJf:yFT^^)-'^^ 

conséquemment, les équations de la surface hélicoïdale seront, 
ïi^ 85, 



X 



= tQosB, 7=^ sine, z=z aS 4- f dt Ufl'is/t^-^a') — |p 



208. Applications. — Recherche des surfaces hélicoïdales 
applicables sur une surface de révolution dont la courbe méri- 
dienne est du genre chat net te. 

Nous venons de démontrer que deux espèces d'héliçoïdes 
réglés sont applicables, l'un sur la surface de révolution dont 
la courbe méridienne est du genre chaînette, et l'autre sur une 
surface de révolution dont la couîbe méridienne est une chaî- 
nette; le problème en question nAttra en évidence d'autres 
béliçoïdes qui jouissent de la même propriété. Il faut poser 

n eic étant des constantes; l'équation (ii) donne 



CHAPITRE V. — DES SURFACES APPLICABLES. 3l3 

qui est Téqualion de Tordonnée de la courbe de profil de la 
surface hélicoïdale. 

Avant d'intégrer celte équation généralement, distinguons 
les trois cas suivants : 

I» /iz=z6'2 = a% on a ^(t) nul, et par conséquent ^{t) é^ale 
à une constante ; on obtient donc Théliçoïde gauche à plan 
directeur. 

2® Si w = a et c > a, Téquation ( 1 1 ' ) devient 



v''' 



a' 



dont Tintégrale est, en représentant par A une constante arbi- 
traire, 

/ Jet Qi 

4» (^) = A -h a arc ( sin = - — - — 

Ainsi la courbe de profil est la sinussoïde (9") du n* 205. 
3« Si w^ a, a = c, l'équation (ii) devient 






dont l'intégrale est, A étant une constante arbitraire, 

Passons maintenant à l'intégration de l'équation générale 
(il'). Posons, pour abréger. 



c^—a}=zW et — ^^ = K% 

a" —ri' 



l'on obtient 



Si l'on pose 



\/ 






(p étant une nouvelle variable, on obtient 

. cos'y 

(i-l-tang'9)(n-K'tang^cp)' 



3l4 UTBK ni. — MS COOmDOX!(tIS fiCOStSIQCES. 

qui est ane fonrtîoo niionnelle par rapport à tangs, et dont 
l'intégrale est 

<{' ( = « (^arc ung = 1 ^^^^^ 

-^arctang = y^^-^j^j. 

de laquelle il est aisé de déduire les intégrales qui se rappor- 
tent au cas particulier que nous venons d'étudier. 

Nous obtenons ainsi, parmi nos résultats, plusieurs de ceux 
obtenus par Bour, mais par une analyse dilTérente. 



FIN. 



/ 
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